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Pri spracovani a vyhodnocovani vacsieho mnoZstva udajov je nevyhnutné pouzit
metddy Statistiky, pricom pdvod a obsah dat méze byt velmi réznorody. Statistika je
nastroj, ktory pomaha planovat’ a realizovat’ experimenty, analyzovat' a interperetovat
ziskané vysledky. Pre radia¢nu fyziku su typické hromadné udaje takze v tejto vednej
oblasti nie je mozné vyhnut sa vyuzitiu Statistickych metéd. Aby sme tento nastroj
vedeli pouzivat efektivne, je potrebné poznat ako pracuje, aké su jeho mozZnosti
a kedy ktoré jeho stcasti vyuzivat. Statistiku mdézeme rozdelit na popisnu, ktora sa
zaobera ziskavanim, charakterom a prezentaciou dat a matematicku, ktora sa
zaobera odhadmi a testovanim hypotéz. Ciefom popisnej Statistiky je popis dat, zatial
Co cielom matematickej Statistiky je rozhodnut o charakteristikach zakladného suboru
dat.

1 MERANIA, NEISTOTY A KORELACIE

UCEBNE CIELE

Student by sa mal naudit popisat a charakterizovat subor kvantitativnych dat,
optimalne ho zobrazit, mal by sa naucit vypocitat priemer, Standardnu odchylku,
median, modus, Sikmost, Spicatost, vediet urCit' ¢i subory dat su vo vzajomnom
vztahu alebo su vzajomne na sebe nezavislé.

KrUCOVE SLOVA

Data, priemer, rozptyl, Standardna odchylka, modus, median, Sikmost, Spicatost,
kovariancia, korelacia.

1.1 POPIS DAT

VSetko sa odvija od dat s ktorymi chceme pracovat. MéZzeme ich nazyvat suborom
vysledkov, vzorkami, eventami alebo inak, ale pozostavaju zo suboru zakladnych
merani z ktorych chceme ziskat’ nejaku zmysluplnu informaciu. Aby sme nazornejsie
videli vyznam dat, potrebujeme si ich zobrazit, alebo previest do jedného, dvoch
dolezitych Cisel, ktoré dany subor dat charakterizuju bez hlbSej analyzy alebo
interferencie. Tymto sa zaobera popisna Statistika



1.1.1 Typy dét

Data sa nazyvaju kvantitativne, alebo numerické ak mézu byt zapisané Cislami a
kvalitativne, alebo neciselné, ak sa Cislami nedaju zapisat (napr. farba auta).
S kvalitativnymi datami sa pre tazkosti sich matematickym popisom nebudeme
v dalSom zaoberat. Kvantitativne data mézu byt dvoch typov. Diskrétne, z ich

Statistika ]

(popisné Statistika h
Zber dat, zobrazenie dat,
ich charakteristika

N J

(matematicka Statistika |
Odhady, testovanie hypotéz

- J

[ Typy dat ]

| |
Kvalitativne Kvantitativne
(neciselné) (numerické)
(napr. farba auta)

diskrétne, celociselné spojité
(napr. pocet sedadiel v (nemézu byt uréené presne)
aute) (vaha auta, dizka...)

povahy vyplyva, Zze sa daju vyjadrit celymi Cislami a spojité, ktorych hodnota sa
vyjadruje realnymi Cislami. Spojité data nemézu byt zaznamenané presne, je mozneé
ich zaznamenat len na isty poCet desatinnych miest. Prikladom diskrétnych dat méze
byt pocet kolies, sedadiel v aute, zatial 8o dizka a vaha auta su spojité data.

Pokial mame velky pocet dat, ¢asto je vyhodné rozdelit ich do binov (skupin, tried,
alebo blokov) zostavenim frekvencnej tabufky.

Priklad: Hadzanie 20 minci

Hadzeme 20 minci. Vyjadrite skratene dosiahnuté vysledky.

RieSenie

— kazda minca méze po dopade ukazovat bud znak (Z) alebo Cislo (C). Dostaneme tak napr.
CCZCzzzZCCZCZCCZCZZZ, to mbzeme skratene zapisat ako (11Z, 9C).



Pre spojité data je to komplikovanejSie, pretoze vSetky data su rézne (ak pouZijeme
dostatoCny pocet desatinnych miest). Ak chceme vytvarat skupiny Cisel, musime
zvolit' ur€ity rozsah hodnét, ktoré budu patrit do jedného binu. To znamena urcité
zaokruhfovanie Cisel a stratu presnosti informacie, Co je cena za kompresiu dat.
Obvykle sa Sirka binov vybera rovnaka, ale niekedy méze byt vyhodné pouzit
rozdielnu Sirku binov.

1.1.2 Zobrazovanie dat

Poget eventov v kazdom bine méZe byt zobrazeny v stipcovom grafe alebo
v histograme (obr. 1. 1). Medzi sipcovym grafom a histogramom je technicky rozdiel
v tom, Ze v prvom pripade je reprezentované &islo umerné dizke stipca, zatial o
v druhom pripade ploche. Stipovy graf je mozné pouzit pre kvalitativne ako aj
kvantitativne data, zatial Co histogram len pre kvantitativne data. V pripade
numerickych dat je délezity spravny vyber Sirky binu aby sme ziskali optimalne
zobrazenie pozadovanych charakteristik dat. Ak je Sirka prili§ mala, pocCet eventov
v bine je maly a vyraznejSie sa prejavuju fluktuacie dat, ak je Sirka binu prili$ velka,
straca sa informacia o rozdeleni dat. Dokumentuje to aj priklad (obr.1.2) rozdelenia
skupiny Studentov podla veku.
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Obr.1.1 Priklad stipcového grafu
zobrazujuceho vysledky hodu 20
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Obr. 1. 2 Vek skupiny Studentov zobrazeny s r6znou Sirkou
binu

Data je mozné zobrazit mnohymi spésobmi. Je vela typov grafov (obr. 1.3), (napr.
kruhovy, bodovy, Ciarovy graf, frekvenény polygonovy a vela dalSich), takze je



potrebné vybrat také zobrazenie, ktoré optimalne zdbérazi poZzadovanu charakteristiku
suboru dat.

¥ s Tile

Obr.1. 3 Priklad réznych typov zobrazenia dat

1.2 PRIEMERY

1.2.1 Aritmeticky priemer

Ak chceme popisat data jednym Ccislom, najlepSim a najzmysluplnejSim sa javi
aritmeticky priemer. Ak mame subor dat obsahujuci N hodndt x {x4, X2, ...Xx}, potom
priemerna hodnota x je

N

X = ﬁ;xi
Takymto spésobom mézeme vypocitat' aj strednu hodnotu fubovolnej funkcie f(x)
_ 1 &
f‘ﬁizﬂ:f(xi)

Ak mame binované (zoskupené) data, bin j zodpoveda hodnote x; a obsahuje n; dat,
potom tieto priemery mézeme pisat ako

_ N
X==—>nx, |, pre funkcie f =iznjf(xj)
N E N j:]-



Priklad: Vazenie kovovych platniciek
Hmotnosti 4 kovovych platniciek su 35g, 21g, 299, 27g. Aka je priemerna hmotnost’ platnicky?
RieSenie
1 N
Priemer vypocitame podfa vztahu x = —in . Po dosadeni dostaneme (35+21+29+27) / 4 =28 g .
=1
Priemerna hmotnost potom bude 28 g.

Priklad: Obsadenost aut
Na dialnici sledujeme pocet pasazierov v 100 autach. V 68 je len jeden pasazier, v 20 dvaja, v 8
traja a 4 Styria. Aka je priemerna obsadenost’ auta pasaziermi?

RieSenie
1 N
Vychadzame zo vztahu x = Fanxj . Po dosadeni dostaneme (68x1 + 20x2 + 8x3 + 4x4) / 100 =

j=1
1.48. Priemerna obsadenost auta potom bude 1.48 pasaziera.

1.2.2 Alternativy aritmetickému priemeru

Geometricky priemer dvoch &isel je dizka strany $tvorca s plochou rovnou suginu
dvoch Cisel. Pre N Cisel je potom definovany ako

N
N X X,X5... Xy

Harmonicky priemer je prevratena hodnota aritmetického priemeru prevratenych
hodnét

N
Vx, +1x, +...+Vx,

Kvadraticky priemer (odmocnina priemeru kvadratov (root mean square)) moézeme
vyjadrit’ ako

2 2 2 2
\/xl + X5 + X5 ot Xy
N

Vsetky tieto veli€iny su ovela menej bezné ako aritmeticky priemer, takze obvykle,
ked sa hovori o priemere, mysli sa tym aritmeticky priemer.
Subor dat sa Casto charakterizuje aj pomocou modusu a medianu

Modus

je najCastejSie vyskytujuca sa hodnota v subore dat. Da sa lahko n3jst, ale nemusi
velmi charakterizovat’ dany subor dat, preto netreba precernovat jeho vynam. Subor
mo&ze mat aj viac modusov, alebo ziadny.

Median

je bod v polovici suboru dat, rozpoluje subor dat, polovica dat je nad medianom
a polovica je pod medianom. Pokial je délezitejSi rozsah dat ako ich Ciselné hodnoty,
byva median preferovany pred aritmetickym priemerom. Median dostaneme ako
Ciselnu hodnotu v polovici podla velkosti usporiadaného suboru dat. Pokial poCet dat



je parny, medianom je priemerna hodnota dvoch dat v polovici usporiadaného suboru
dat.

1.3 MERANIE ROZMAZANIA

1.3.1 Rozptyl

Priemer (stredna hodnota) charakterizuje nase data jednym cCislom. Toto vSak mé&ze
byt niekedy nedostatocné a zavadzajuce, ako to dokumentuje priklad na obr. 1. 4.
Oba datové subory vychadzajuce z hodnotenia 80 Studentov 10 bodovou stupnicou
maju rovnaku priemernu hodnotu (7), ale na prvy pohlad sa vyrazne liSia.

70 [
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Obr.1.4 Hodnotenie skupiny 80 Studentov dvomi ucitelmi
bodmi z 10 stupriovej Skaly

Prvy ucitel hodnotil vo velmi malom rozpati, zatial ¢o druhy pouzil podstatne SirSiu
Skalu hodnotenia. Su rozdelené rozdielne aje potrebné nejakym spésobom
charakterizovat' ich Sirku, alebo rozmazanie dat okolo strednej hodnoty. PouzZitie
priemernej odchylky nie je vhodné, pretoze kladné a zaporné odchylky sa ruSia
a vysledok je nulovy.

18 1 18

N;(x,. ~X) =ﬁ;xi —ﬁ;f=f—f=0
Vyhodnejsie je pouzit’ priemer kvadratov odchyliek — rozptyl (variance)
V==Y (-5
Pre funkcie mézeme rozptyl vyjadrit ako

1 - 2
V(f) ZWZ(f(xi)—f)
i=1l

Definicia rozptylu méze byt jednoduchymi operaciami prevedena do jednoduchsSieho
tvaru

P =23 -3



N
V(x):iZ(xiz—Zx[)_c-i-)_cz)
N=
1Y, 14 _ 14,
Vix)=— ) x —>» 2xX+—)> X
(x) Nzl NZl ; NZl

18, 1, & 1,3
V(x):ﬁ;xi —WZX;xﬂrﬁx ;1

V(x) = x> — 2% +X°
Takze nakoniec dostaneme

V(x)=x"—x
alebo ekvivalentne

18, (1 Y
Vix)=—) x"'—| — ) x,
W-L3x [N; ]

Slovne to mézeme vyjadrit, Zze rozptyl je priemer kvadratov minus kvadrat priemerov.

1.3.2 Standardna odchylka

Stredna kvadraticka odchylka sa nazyva Standardna odchylka a oznacuje sa o. Je
definovana ako odmocnina z rozptylu

G=W o= ?—fz

alebo inak vyjadrené

o= iﬁ:xz_ iix 2 o= ii(x -%)°
N3 i N3 l N3 i

Priklad: Hodnotenie Studentov

Porovnajte hodnotenia tej istej skupiny $tudentov dvomi uéitefmi na obr. 1.4. Cim sa li$ia?
RieSenie

Na obr.1.4 su ukdzané dve rézne hodnotenia tych istych Studentov dvomi uditefmi - prvy ucitel’ udelil
10 Studentom hodnotenie 6, 60-tim hodnotenie 7, 10 - 8, pri€om priemerné hodnotenie bolo 7, rozptyl
0.25, Standardna odchylka 0.50. Druhé hodnotenie bolo jemnejSie — uditel pouZil vadsi rozsah
znamok, pricom priemerné hodnotenie bolo tieZ 7, ale rozptyl bol 2.1 dosiahnuta Standardna odchyka
bola 1.45 (€o je ~3x viac ako v prvom pripade)

Priklad: Pouzitie Standardnej odchylky pri kontrole
kvality produkcie

Spoloénost’ vyraba loziska s priemernou hmotnostou 30 g so Standardnou odchylkou 0.1g.
Ako je mozné vyuzit’ Standardni odchylku pri vystupnej kontrole?

RiesSenie

Pokial vyrobky maji hmotnosti v ramci jednej Standardnej odchylky je to v poriadku, vyrobny proces
bezi bez problémov. Vystupna kontrola este akceptuje loziska s vahou 29.8 az 30.2 g (20 ) ale je uz



potrebné sledovat podrobnejsie vyrobny proces - dve Standardné odchylky reprezentuju vystraznu
hladinu, ked vaha presahuje 3c (rozsah 29.7 a 30.3g) je to uz hladina akéna — produkcia je zastavena

1.3.2.1 Iné definicie Standardnej odchylky

Obr.1. 5 ukazuje priklad mozného rozdelenia spojitej premennej z niekolkych
pozorovani napr. vysky 30-rocnych muzov. Ak je dostupnych len niekolko hodnét,
data mézeme zobrazit Ciarkami na osi vySky (obr.1.5a), alebo zobrazit ako
histogram, kde na zvislej osi je poCet pozorovani v danom intervale vySok Ah, na
vodorovnej osi vySok ma stipec Sirku 10 cm (obr. 1.5b). Aktualny pocet muZov
v danom bine je nAh, celkovy pocet je ZnAh. Ak zvacSime pocet pozorovani 100 krat,
poCet v kazdom bine sa zvysi (obr. 1.5¢) a je mozné vykreslit histogram s mensSou
Sirkou binu aby sme zobrazili tvar rozdelenia slepSim rozliSenim. Pretoze
zobrazujeme n(h) ako pocet pozorovani na v zavislosti na vySke v cm, bez ohladu na
Sirku binu, celkova vyska histogramu sa nebude velmi menit pri zmene Sirka binu
(obr. 4d). Pre velky pocCet pozorovani méze byt Sirka binu velmi mala, takze

{a)

, L Lonviumg g —l
14 16 1.8 20

[ w

1% 16 18 20
hzo[
n (c)
80}
sor Obr.1.5 Priklad mozZného rozdelenia spojitej
o premennej (napr. vy8ky 30-roénych muzov). - (a)
} 14 16 18 20 len z niekolkych pozorovani — kazdé reprezentuje
2 12 Giarka na osi vySky. Tieto data mozu byt

alternativne znazornené histogramom (b), kde n je
pocet muzov v danom intervale vySok (Sirka binu
je tu 10 cm). (c) — pocet pozorovani 100 krat vysSi
ako v predoslom pripade. (d) — ten isty pocet
pozorovani ako v (c), ale s men3ou Sirkou binu.
() - so zvySovanim podtu pozorovani
a zmensSovanim Sirky binu prejdeme Kk spojitému
rozdeleniu. (Zdroj: L. Lyons, Statistics for nuclear
and particle physics, Cambridge University Press,
1986)

80 +

W

7 16 w20

vyika [m] ——

histogram mézeme aproximovat spojitou krivkou (obr. 1.5e). Takyto pripad nam bude
davat' velmi dobru teoreticku predpoved poctu muzov réznych vysok, pricom celkovy

poCet muzov zahrnutych v histograme bude In(h)dh .

Prijmime konvenciu, Zze skutonu strednu hodnotu budeme oznacCovat u a strednu
kvadraticki odchylku o. Niektori autori definuju Standardnu odchylku ako r.m.s. (root



mean square) - odchylku dat od skuto¢nej strednej hodnoty pu miesto od vzorkového
priemeru x

u=tim( 23 )= o= lx") - o= |-

Merané hodnoty priemeru a rozptylu urcitej (obmedzenej) vzorky budeme oznacovat
X a s°. u obvykle nevieme, vieme len jeho odhad x (priemer vzorkovej populacie).
Aby sme kompenzovali nadhotenie, znizime pocet stupfiov volnosti. Ak nahradime x
- u, budeme robit najmenej jedno meranie na urCenie x. NajlepSi experimentalny
odhad Standardnej odchylky o bude vzorkova Standardna odchylka s. Nevychyleny
(unbiassed) odhad o” zdrojového (skutoéného) rozdelenia s je dany ako

1 Y —\2
s:\/m;(xi —X)

alebo po jednoduchych upravach dostaneme ekvivalentne

2
52 = N]\il()c2 ~x?) , kde x? =%in2 a x° :(in/Nj

Ked sa bude poCet merani zvySovat, nakoniec pre nekonelny pocet merani
dosiahneme pbvodné, zdrojové (parent) rozdelenie meranej veliCiny

zdrojovy parameter = AI]im( experimentalny parameter )

Faktor 1/(N-1) je potrebny na
Moax to, aby sme dostali nevy-
chyleny odhad populacniho
rozptylu o7 tj. pre velké vzorky
s® sa blizi k o”.
Ak merania su zoskupene, t.j.
ak hodnotu x; ma m; eventov,
dostaneme

)?:ijxj/ij a
z SZZIij(xj.—)?)z/(ij -1).

Pravdepodobnost’ P(z)

Obr.1.6 Priklad typickej funkcie rozdelenia

pravdepodobnosti ukazujlci najpravdepodobnejsiu hodnotu ~ Rozptyl priemeru je
Umax, Median pq2 astrednd hodnotu p. Dve rdzne u? = g2 Zm

vySrafované &asti su rovnaké r /

Priklad: Meranie s rozdielnou detekénou uéinnostou
Predpokladajme, ze individualne merania boli robené s rozdielnou detekénou uéinnost'ou (bud’
kvoli meraniu s roznymi ¢ast'ami pristroja, alebo kvéli tomu, ze vlastna ucinnost’ je funkciou
premennej x). Ako je potrebné tento fakt zobrat’ do ivahy?



RieSenie
Kazdé meranie x¢ je nutné vahovat faktorom wy ktory je reciproény detekénej ucinnosti pre dané
meranie. Potom priemer je dany ako:
X = Zwkxk /Z w, . Pre rozptyl a rozptyl priemeru (u2) dostaneme:
k

SZ:(Zwk(‘xk_)?)Z/Zwk)xneff/(neﬁf_1) a M2=S2/neff.

ne# tu je efektivny pocet eventov. Ak celkovy pocet eventov je T + & , potom

T ’
nnef :?:(;Wk] /;wlf X (**)

Teda 100 + 10 eventov nam da 100 efektivnych eventov (zo vztahu (**)). Ale ak mame konstantnu
detekénu ucinnost 4%, registrujeme len 4 * 2 realnych eventov, korigovany celkovy pocet je 100 + 50
anes je 4 (ako oCakavame). Na zaver, da sa oCakavat, ze vzorky eventov, ktoré maju velmi nizku
detekénu ucinnost, budu davat pre negs hodnotu ~ 1.

1.3.3 Alternativne merania rozmazania

stredna absolutna odchylka - je velmi zriedkavo pouzivana
1

~ 2.k =]

N7

rozsah dat (range) - rozdiel medzi najvy§Sou a najnizSou hodnotou (variacné
rozpatie)

interkvartilovy rozsah (interquartile range) — (kvartilové rozpatie) — rozdiel medzi
spodnym a hornym kvartilom

Kvartily (quartile) — data (usporiadané) rozdelené na 4 Casti

spodny kvartil - bod s 25 % dat pod tuto hodnotu a 75% dat nad

horny kvartil - bod s 25 % dat nad a 75% dat pod

Niekedy sa tieZ pouzivaju tiez decily obsahujuce 10% dat, alebo percentily, ktoré
obsahuju dané percento dat. So Standardnou odchylkou ¢ niekedy byvaju problémy -
jej hodnota mdéze byt majorizovana niekofkymi extrémnymi hodnotami na okrajoch
(chvostoch) dat, definuje sa FWHM (plna Sirka v polovi¢nej vyske) — tato nezavisi na
datach na chvostoch, pouziva len centralny pik (da sa vefmi lahko najst z histogramu
pouzitim ceruzky a pravitka). Pre Gaussove rozdelenie plati nasledovny vztah medzi
FWHM a strednou kvadratickou odchylkou

FWHM = 2.35¢
1.4 VLASTNOSTI KVANTITATIVNYCH DAT

1.4.1 Miery polohy (central tendency - location)

(priemer,modus, median)

1.4.2 Miery variability (variation - dispersion)



(variaCné rozpatie, kvartilové rozpatie, variaCny koeficient, Standardna odchylka,
rozptyl)

1.4.3 Miery tvaru (shape) (Sikmost, spicatost);

1.4.3.1 Sikmost' (skew)
popisuje asymetriu dat Vlavo - Sikmé, y<0
Priemer Medidn _Modus

Y= Nlas Zj:(x,- ~%)’ :%(xi -x)’ >((|\ ‘

Symetrické, y=0
priemer = modus = medidn

M
fi

1
|

po upravach dostaneme
Vpravo - §ikmé, y > 0

- . Modus Median
y= ig(x3 —3%x? +2%°) N Priemer
o

vje nulové ak data su symetrické,
rozdelené okolo priemeru, ak chvost je
roztiahnuty napravo y je pozitivne, data
maju pozitivnu Sikmost, negativhu maju ak
deformacia je nalavo. Maxwellove rozdelenie rychlosti molekul v plyne - priklad
Sikmosti rozdelenia. Alternativy definovania Sikmosti - Pearsonova Sikmost’ (Pearson
priemer —mod us

Obr.1.7 llustracia Sikmosti

skew) Sikmost =
o

1.4.3.2 Spicatost (curtosis, niekedy tiez kurtosis)

c= i[l(x -x)* -3
(o2
pre normalne rozdelenie c¢ je rovné siiGaNte‘lf:e
nule. Pozitivne c¢ implikuje relativne axo (;0)
vy$sie piky &irSie chvosty ako Gauss :
s rovnakym priemerom a $tandardnou Normaine
odchylkou. Zaporné hodnoty zname- m:‘dg*ime
naju iréi pik a kratsie chvosty 0( 1) Plochejgle
c=
ako N(0,1)

. . c<0
Vo vSeobecnosti:

l N
—>'x/ je r-tymomentx a
N3

Obr. 1.8 llustracia Spicatosti suboru dat

1 ¥ _ .
Nz(xi —X)" savola r-ty centralny
i=1

moment X.



Rozptyl je druhy, Sikmost treti a curtosis je Stvrty centralny moment

4 )

_ - priemer
ﬂ[ Miery polohy - modus
- median

-

S

- variacné rozpatie
- kvartilové rozpatie

Kvantitativne Miery variability -vvariaény koefic'ient
data -Standard. odchylka

- rozptyl
- /

- Spicatost’
g{ Miery tvaru - $ikmost

1.5 KOVARIANCIA A KORELACIA

Vyjadruju vztah medzi dvojicami dat v subore dat, napr. dvojice polohu a €as (x,t),
napr. vyska a vaha, 1Q atd pre triedu Studentov, pre kazdého jednotlivca a pod.

1.5.1 Kovariancia

Predpokladajme data pozostavajuce z parov Cisel {(x1,y1), (X2,¥2), ...}, M6Zeme najst
ich priemer, rozptyl V(x) a V(y), a Standardné odchylky oy, oy

Data moZzu spolu suvisiet — mézu byt vzajomne nezavislé alebo zavisiet na sebe.
Popisuje to kovariancia medzi x a'y

cov(x, y) = %Z (x; =)y, =)

= (xi _f)(yi _J_})

=4

Ak hodnoty x, ktoré su nadpriemerné, maju tendenciu vyskytovat sa spolu s
nadpriemernymi hodnotami y (€o implikuje, Ze malé x podobne bude sprevadzané
malym y) potom znamienko oboch Casti v sume bude mat tendenciu byt rovnaké a
celkova suma bude kladna. Podobne ak velké x ma tendenciu byt s malym vy,
kovariancia je zaporna.

Ak hodnoty su nezavislé a nespojené, potom kladny rozdiel pre x ma rovnaku Sancu
byt nasobeny kladnym alebo zapornym rozdielom pre y a celkova suma je nulova.



VSimnime si,Ze ak kovariancia obsahuje len rozdiely medzi priemermi x a y, ni€ sa
nemeni ak sa posunie pociatok, teda vo vSeobecnosti cov(x, x) = V(x)

Priklad: vztah medzi vySkou a vahou skupiny oséb

Aky je asi vztah medzi vysSkou a vahou skupiny os6b?

RieSenie

Kovariancia medzi vySkou a vahou skupiny oséb je podla vSetkého pozitivha, pretoZze vysSi fudia
obvykle véZia viac. Medzi vadhou a silou méze byt negativha, pretoZe prili§ tucni fudia obvykle
nebyvaju vo velmi dobrej kondicii, medzi vyskou a IQ bude kovariancia pravdepodobne nulova.

1.5.2 Korelacia

Kovariancia je uzito€na, ale ma rozmer (napr. kovariancia medzi vyskou a vahou 6.5
ma jeden vyznam je ak su rozmery [cm ]- [g], iny vyznam ak su [m] - [kg]).
LepSie je vyjadrit vztahy medzi premennymi bezrozmernym Kkorelacnym
koeficientom, ktory je definovany ako
_cov(x,y)  xy-Xxy
0.0, 0.0,

kde p je Cislo medzi -1 a +1, ak je rovny nule , x a y su nekorelované. Kladna
korelacia znamena, Ze ak dané x je vacSie ako priemerné x, potom aj y bude tieZ(v
priemere) vacsie ako priemerné y. Pre zaporné p - vacSie x implikuje menSie y. Ak
p =1 (alebo -1) potom x a y su uplne korelované (ak vieme hodnotu jedného, presne
Specifikujeme hodnotu druhého). Korelaény koeficient je bezrozmerny. Obr. 1.11
ukazuje r6zne korelacie dat

Priklady korelacie

Na obr. 1.9 a1.10 su ukazané vysledky skusky Studentov druhého roénika istej anglickej
univerzity z termodynamiky a kvantovej mechaniky so zahrnutim hodnotenia laboratérnych
prac. V akom su vztahu?

RieSenie

Obr. 1.9 zobrazuje znamky z kvantovej mechaniky a termodynamiky, vidiet, ako sa da ocakavat, ze
kto je dobry v jednom je dobry aj v druhom - korelacny koeficient 0.7. Obr.1.10 ukazuje porovnanie
vysledkov termodynamiky vs. praktické cvi€enia. Tendencia kto je dobry v jednom je dobry aj v
druhom je pritomna, ale je velmi slaba - korelaény koeficient 0.3

100
[ - 100
s % 50 o o °
= o° 0 d-boo: 0 _5_2 oo‘%ﬂ
£ 8,8% % = o oxoo
] o % ® 50 = o@bm
= 008 03 = Q0 So
P 8 On O Qo0 = o o
L =] o .0 0% & = F ) o
=] og & [+] CP - 00
£ 0 09"03O 0 < oo°g
5 2 o8008.-_, = ]
= o %% 5 [ s
% = o ©
L o °
O Keantovi tvaika 100 0
Kvantova fyzika L . s .
: 0 Praktika 100

Obr. 1.9 Porovnanie hodnotenia Studentov Obr. 1.10 Porovnanie hodnotenia
z termodynamiky a kvantovej fyziky Studentov z termodynamiky a

praktickych cvi¢eni



p=0.50

p =099

Obr.1.11 Priklady korelacie dat s réznymi hodnotami korelaéného koeficientu

1.5.3 Viac nez dve premenné

Ak mame tri elementy - (x, y, z) oznacCovanie je vcelku bez problémov, ale pre n
elementov  uZ to nie je také jednoduché. Jednym z moznych rieSeni je oznacovanie
(X(1), X-(z)....lX(n)). . . .

Kovariancia sa vyjadruje medzi parom premennych

COV(X(, ¥()) = X V() ~ Xy Vi)
S tymto oznaCovanim vytvoria tieto elementy symetricki maticu n x n prvkov

Vy = covlxy, X))

tato sa nazyva kovarian¢na matica, alebo rozptylova matica, alebo chybova matica, a
diagonalne prvky su prave rozptyly. Korelaéna matica je bezrozmerny ekvivalent
kovarianCnej matice. Jej prvky musia lezat medzi -1 a +1 a ukazuju mieru
korelovanosti dvoch premennych. Jej diagonalne prvky su vSetky = 1

_ covxgy X))

i
O'iO'j

kovarianénu maticu mézeme zapisat' v tvare

Vi=p;0:0,



KONTROLNE OTAZKY:

O N

o

Aké je rozdelenie Statistiky a ¢im sa zaoberaju jej jednotlivé ¢asti?
Aké typy dat pozname a ako ich mézeme charakterizovat'?
Ako mozeme data zobrazovat'?

Cim mézeme vo viésine pripadov najvhodnejsie charakterizovat’ stubor dat pokial to mame
vyjadrit’ jednym ¢Eislom?

Ako vypocitame aritmeticky priemer pre jednotlivé data a ako pre zoskupené (binované)
data?

Co je to modus a median a ako ich vypoéitame?
Co je to rozptyl a ako ho vypoéitame?
Ako vypocitame standardnu odchylku?

Co vyjadruje vzorkova $tandardna odchylka a ako ju vypoéitame?

. Co su kvartily a o je interkvartilové rozpitie?

. Aky je vztah medzi FWHM a Standardnou odchylkou pre Gaussove rozdelenie?
. Ako moézeme charakterizovat’ vlastnosti kvantitativnych dat?

. Co vyjadruje Sikmost’ (skew) a ako ju vypoéitame?

. Co je to $picatost’ (kurtosis) a ako ju vypoéitame?

. Co je to kovariancia a ako ju vypoéitame?

. Co vyjadruje korelaria a ako ju vypogéitame?

. Aky je rozdiel medzi kovarianciou a korelacoiu?

ULOHY:

1.1 Vek (v rokoch) triedy 23 studentov je nasledovny: 18.9, 18.6, 19.4, 18.8,

19.3, 20.3, 19.8, 20, 18.5, 19.5, 19.1, 18.6, 19.4, 19.2, 18.8, 18.6, 18.2, 19.8,
19.5, 19, 20, 19.6, 18.5. Vypoditajte priemer a Standardnu odchylku.

1.2 Zopakujte vypocet pre priklad 1. so zahrnutim veku ucitela (37.0).

VSimnite si, ze efekt na priemer je vel'mi slaby, ale standardna odchylka
vzrastla vyznamne.

1.3 Vypocitajte pre predosié problémy Sikmost’

1.4 Hodnotenia 12 Studentov z klasickej mechaniky a kvantovej mechniky su:

Klasicka : 22 48 76 10 22 4 68 44 10 76 14 56; Kvantova: 63
39 61 30 51 44 74 78 55 58 41 69. Vypocitajte dve priemerné
znamky, kovarianciu a korelaciu.

1.5 Mame 80 Gisel:

90 90 79 84 78 91 88 90 85 80
88 75 73 79 78 79 67 83 68 60
73 79 69 74 76 68 72 72 75 60
61 66 66 54 71 67 75 49 51 57



62 64 68 58 56 79 63 68 64 51
58 53 65 57 59 65 48 54 55 40
49 42 36 46 40 37 53 48 44 43
35 39 30 41 41 22 28 36 39 51
Histogramujte tieto €isla pouzitim vhodného rozmeru binu.

1.6 Najdite priemer, modus, a median pre uvedené data, jednak pre pévodné
ako aj pre binované.

1.7 Pouzitim predoslych dat vypocitajte Standardnu odchylku a FWHM.

Data - kvantitativne, alebo numerické ak moézu byt zapisané Cislami a kvalitativne,
alebo neciselné, ak sa Cislami nedaju zapisat (napr. farba auta). Kvantitativne data

mozu byt diskrétne, z ich povahy vyplyva, Ze sa daju vyjadrit celymi Cislami a spojité,
ich hodnota sa vyjadruje realnymi Cislami.
N
Aritmeticky priemer x :%in
i=1
Modus je najcastejSie vyskytujuca sa hodnota v subore dat.

Median je bod v polovici suboru dat, rozpoluje subor dat. Median dostaneme ako
Ciselnu hodnotu v polovici podla veflkosti usporiadaného suboru dat. Pokial poCet dat
je parny, medianom je priemerna hodnota dvoch dat v polovici usporiadaného suboru
dat.

- N N 2
Rozptyl V(x)=x"-x* alebo ekvivalentne V7 (x)= %fo - (%lej
i-1

i=1

N
Standardna odchylka o= /%Z(xi—f)z, NajlepsSi experimentalny odhad
i=1

Standardnej odchylky o bude vzorkova Standardna odchylka s. Nevychyleny

N
odhad o zdrojového (skutoéného) rozdelenia s je dany ako s =\/ﬁ2(xi ~x)?
1<

Rozsah dat (range) - rozdiel medzi najvyS8Sou a najnizSou hodnotou (variacné
rozpatie)

Interkvartilovy rozsah (interquartile range) — (kvartilové rozpatie) — rozdiel medzi
spodnym a hornym kvartilom

Kvartily (quartile) — data (usporiadané) rozdelené na 4 Casti, spodny kvartil - bod s
25 % dat pod tuto hodnotu a 75% dat nad touto hodnotou, horny kvartil - bod s 25 %
dat nad a 75% dat pod touto hodnotou



Sikmost’ (skew) - popisuje asymetriu dat  y = Nl 7 (x,—%)° :is(xl. -x)°
o’ < o

Spicatost’ (curtosis, niekedy tiez kurtosis) c=—(x-x)"-3 , pre normalne

1
0_4
rozdelenie c je rovné nule

. : 1 _ N
Kovariancia medzixay cov(x,y) = WZ(x,. -X)(y,—y)=xy—-Xy
o cov(x, y) _Xy-Xxy  kde p je
0.0, 0.0

X y
Cislo medzi -1 a +1, ak je rovny nule , x a y su nekorelované.

Korelacia - bezrozmerny korelaény koeficient -

2 TEORETICKE ROZDELENIA

UCEBNE CIELE

Student by sa mal oboznamit s pojmom pravdepodobnosti, pésobenim zakona
velkych Cisel, ¢o su to oakavané hodnoty, zoznamit sa so zakladnymi rozdeleniami
hustét pravdepodobnosti pre binomické, Poissonove a Gaussove rozdelenie aich
charakteristikami, limitnymi pripadmi veducimi ku Gaussovskému rozdeleniu.

KrUCOVE SLOVA

Pravdepodobnost, zakon velkych Cisel, oCakavané hodnoty, binomické rozdelenie,
Poissonove rozdelenie, Gaussove rozdelenie, binormalne rozdelenie

2.1 PRAVDEPODOBNOST

Co je to pravdepodobnost? V mnohych situaciach sa stretdvame s experimentami
v ktorych sa podstatné podmienky nemenia (zostavaju zachované) a napriek tomu
v experimente dostavame rdozne vysledky. Takéto vysledky individualnych merani
alebo experimentov mézu byt nepredpovedatelné, a predsa mozné vysledky série
takych merani maju dobre definované rozdelenie. Pravdepodobnost p ziskania
urcitych Specifickych vysledkov realizaciou jedného z tychto merani je mozné vyjadrit
pomerom

_ pocet udalosti v ktorych pozorujeme vysledok

celkovy pocet merani

S pojmom pravdepodobnosti su spojené pojmy - moznost, nemoznost, istota. Pokial
pravdepodobnost’ daného javu je mensSia ako 1 ale vacsSia ako 0 — jav je mozny,
pokial pravdepodobnost je rovna 0 — jav je nemozny a pokial pravdepodobnost je
rovna 1 je istota, Ze jav urCite nastane. Javy mézu byt vzajomne nezavislé na sebe,
mbzu sa vzajomne vyluCovat alebo jeden jav mbéze byt podmieneny existenciou
iného javu. V pripade vzajomne nezavislych javov, pravdepodobnost, Ze tieto javy



nastanu sucCasne je dana sucinom pravdepodobnosti jednotlivych javov. Pokial
mame vzajomne sa vylu€ujuce javy, pravdepodobnost, Ze nastane nejaky jav je dana
suc¢tom pravdepodobnosti

vzajomne sa vyluCujuce javy - sucCet pravdepodobnosti  p = py+p2t...pN
nezavislé javy - sucin pravdepodobnosti  p = p1p2ps...pN
podmienené pravdepodobnosti - P = pPa-PAB

12 i~

10 p—

Frekvencia f

19.0 20.0 21.0

Dizka z, cm

Obr. 2. 1 Graf zavislosti frekvencie a meranej dizky pre 100 merani. PIlna &iara
zobrazuje skutocné zdrojové rozdelenie so strednou hodnotou p = 20.000 cm ac =
0.50 cm. PreruSovana krivka zobrazuje odhad zdrojového rozdelenia s u = 20.028
cmaoc=048cm.

2.1.1 Zakon velkych cisel

- spoCiva v tom, Ze variabilita velkého poCtu nezavislych (alebo obmedzene
zavislych) nahodnych veli€in sa vzajomne natolko rusi (kompenzuje), Ze ich sucet je
relativne (napr. vzhladom k poctu sCitancov, alebo k svojej strednej hodnote), skoro
konstantny. Inak povedané, ak rozmer suboru dat N vzrasta, fluktacie sa zniZuju a
nahodné vychylky sa vyhladzuju. Dokumentuje to aj obr. 2.1 kedy rozdelenie
obmedzeného poctu merani (100) je dost rozhadzané, pri rasticom pocte merani sa
bude vyhladzovat.

Priklad platnosti zakona velkych Cisel je napr. priebeh chemickych reakcii, aj ked' je
vysledkom nahodného chovania jednotlivych molekul, je mozné vzhlfadom k velkému
mnozstvu a malej zavislosti zufastnenych molekul predvidat pomocou
diferencialnych rovnic.



2.2 OCAKAVANE HODNOTY

Ak vieme rozdelenie pravdepodobnosti pre nejaké Cislo r, vieme lahko vypocitat
priemernu hodnotu, ktoru mézeme ocCakavat. OCakavana hodnota r - oznacuje sa
<r>, alebo niekedy E(r) (expected value).

<r> = ZrP(r) .

KaZzda funkcia r ma tiez svoju otakavand hodnotu  (/)=>" f(r)P(r)
Pre sucet funkcii plati

<f+g> =D (f+Q)P(r) =2 fP(H) +D.gP(r) =< f> +< g>

ale pre sucin funkcii <fg> = <f><g> to plati len ak funkcie f a g su nezavislé, inak nie.

2.3 ROZDELENIE HUSTOTY PRAVDEPODOBNOSTI

Spojité  premenné vyzaduju trochu rozdielne spracovanie ako diskrétne.
Pravdepodobnost, Ze x lezi v $pecifikovanom rozsahu je popisana rozdelenim
hustoty pravdepodobnosti

Pravdepodobnost toho, Ze vysledok lezi medzi x; a x; = J.P(x)dx
im pravdepodobnost (vysledok lezi medzi x a x + 6x)
x—0 ox

pre ogakavané hodnoty (x)= j xP(x)dx

—00

()= | F@P@Ix

alebo P(x) :(!

Priklad na rozdelenie pravdepodobnosti

Hadzanie 4 minci. Vypocitajte pravdepodobnosti jedolivych moznych konfiguracii.
RieSenie

- pravdepodobnost, Ze prva minca po dopade bude mat znak je 1/2, to isté plati pre ostatné mince,
takze pravdepodobnost, Ze vSetky mince budu mat hore znak je dana su€inom jednotlivych
pravdepodobnosti P(4) = (1/2)* = 1/16

- Dalgia moznost je, Zze po dopade tri mince budi mat hore znak a jedna minca bude mat hore &islo -
pre prvé tri pravdepodobnost je sucin jednotlivych pravdepodobnosti = 3x1/2 = 1/8 a pre Stvrtu je
pravdepodobnost 1/2. Ak vS§ak nezalezi na poradi, ktora minca bude mat hore &islo, potom mame 4
moznosti (ZZZC, ZZCZ, ZCZZ,CZZZ) kazda s rovnakou pravdepodobnostou 1/16, takze P(3) -
pravdepodobnost pre 3 znaky a jedno dislo je P(3) = 4x1/16 = 1/4

- pre dva znaky a dve Cisla mame 6 permutacii minci (ZZCC, ZCZC, ZCCZ, CCZZ, CZCZ, CZZC)
kazda s pravdep. 1/16, takze P(2)=6/16=3/8

- pre 1 znak a tri Cisla je P(1)=P(3)=1/4

-pravdepodobnost, Ze nepadne Ziadny znak P(0)=P(4)=1/16

pravdepodobnost, Ze sa nie€o stane musi byt 1,

ak r bude pocet hodenych znakov (r=0, 1, 2, 3, 4), mame pravdepodobnosti P(r) = (1/16, 1/4, 3/8, 1/4,
1/16) toho, ze hod Styrmi mincami da r znakov - toto priklad rozdelenia pravdepodobnosti.



2.3.1 Binomické rozdelenie

Popisuje procesy s danym poctom identickych pokusov s dvomi moznymi
vysledkami. Prikladom binomického rozdelenia je napr. hadzanie mincou, skuska
kvality komponentov (prijaty alebo nie), lieCenie pacientov (mftvy, vylieCeny) a pod.
Oznacme pravdepodobnost uspechu p, pravdepodobnost neuspechu potom bude
1-p, n je poCet pokusov, rozdelenie dava pravdepodobnost r uspechov a (n - r)
neuspechov, mimo tychto n pokusov, kazdy z ktorych ma pravdepodobnost’ uspechu
p, pravdepodobnost r uspechov z n pokusov

1) je 2" moznych permutacii Uspechu a nelspechu, z ktorych pocéet s r ispechmi je
pocet ciest vybraniarzn

ri(n—r)!

2) je tu r uspechov s pravdepodobnostou p a podobne (n-r) neuspechov s
pravdepodobnostou (1-p), kombinaciou dostaneme

p'(1-p)™"

Ked spojime oba faktory, dostaneme binomické rozdelenie pravdepodobnosti
P(ripn)=p"1-p)"" ——
r!(n—r)!

pravdepodobnost zavisi nielen na pocte uspechov r, ale tiez na vlastnej
pravdepodobnosti p a poCte pokusov n

Délezité vlastnosti binomického rozdelenia
Celkova pravdepodobnost Ze sa nieCo stane je

ZW:P’(l—P)”*’ C.=lp+L-p)]'=1"=1

r=0

stredny podet Uspechov je (r)=np
rozptyl V(r)=np(l-p)
Standardna odchylka o =+np(l-p)

ked p je nezname mbézeme pre rozptyl pouzit odhad



Obr. 2.2 Binomické rozdelenia s roznymi hodnotami p a n
L ., 2=0.Vo vSeobecnosti
rozptyl je mensi ako priemer.
Priklad binomického rozdelenia
Hadanie kariet - karty maja 5 r6znych symbolov - t. j. je Sanca 20 % uhadnut’ spravny. Ak
hadame 6 kariet, aka je Sanca uhadnut’ viac nez polovicu spravne?
RieSenie
Pravdepodobnost’ z binomického rozdelenia je P(4; 0.2, 6) + P(5; 0.2 6) + P(6; 0.2, 6)=1.54% + 0.154
% + 0.0064% = 1.7 %.
Pri hadani Siestich kariet je pravdepodobnost uhadnut’ viac ako polovicu z nich (t.j. najmenej 4 a viac)
spravne 1.7%.
Binomické rozdelenie je malo pouzivané - CastejSie sa stretavame s jeho limitami:
p—0,n— oo, ale np = konst. binomické — Poissonove rozdelenie

n — oo, p = konét., binomické — Gaussove rozdelenie



2.3.2 Poissonove rozdelenie

Pri binomickom rozdeleni vysledky nastavaju v istom poc¢te pokusov (n). U
Poissonovho rozdelenia je to trochu iné - neuvaZujeme o pocte pokusov, namiesto
toho su tu ostré pripady objavujuce sa v kontinuu (napr. cez burku bude urcity pocet
bleskov (ostré pripady), ale nema zmysel pytat sa ako €asto nebol blesk.Geigerov
pocia€ produkuje pri zdroji ziarenia urcité praskanie, ale nie urcité nepraskanie).
Predpokladajme, Ze v nejakom intervale priemere nastane A eventov. Rozdelme
interval do n malych rovnakych casti, takych malych, Zze Sanca mat dva eventy v
jednej Casti je zanedbatelna. Potom pravdepodobnost, Ze dana sekcia obsahuje
event je p =A/n. Pravdepodobnost, Ze bude r eventov v n sekciach intervalu je
dana binomickym rozdelenim

r :
P(V;i/n,n):pi (1_i)n—rL

nr n V!(I’l—r)l
pre n — « s r konecnym - faktorial dava

n!

(n—r)!

=n(n-Y)(n-2)...(n—-r+1) > n" a (1—11” —>£1—&Jn —>e

n n

Poissonove rozdelenie - pravdepodobnost ziskania r eventov ak stredny
oCakavany pocet je A je

P(r;A) = 4 e

rl

Dolezité vlastnosti Poissonovho rozdelenia -

celkova pravdepodobnost = 1 takze D P(rA)=1
r=0

stredna hodnota po&etu eventov je (ry=2
rozptyl V(r)=A2
itandardna odchylka o=

Standardna odchylka sa rovna druhej odmocnine priemerného poctu eventov.

Z obr 2.3 vidiet, ze pre A < 1.0 napravdepodobnejsi vysledok je 0. Poissonovské
rozdelenie je vzdy SirSie ako binomické s rovnakou strednou hodnotou.
Poissonovsky rozptyl je rovny priemeru A, zatial ¢o binomicky rozptyl np(1-p) je vzdy
mensi ako priemer np.
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Obr. 2.3 Poissonovské rozdelenia s roznymi hodnotami A.



Priklad na Poissonove rozdelenie
Pocet neutrin detegovanych v 10 sekundovych intervaloch v experimente 23.2.1987 (v case
ked’ astronémovia prvy raz pozorovali supernovu 1987a)

Poceteventov : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Pocet intervalov : 1042 860 307 78 15 3 0 0 0 1
Predpoved : 1064 823 318 82 16 2 0.3 0.03 0.003 0.0003
. _ 860+2x307+3x78+4x15+5%3
priemer = =0.77
1042 +860+307 +78+15+3

Poissonova predpoved dobre suhlasi s datami (okrem hodnoty pre 9 eventov). To ukazuje, ze
pozadie spésobené nahodnymi eventami je Poissonovské, a 9 eventov nie je pozadova
fluktuacia, ale prisli zo supernovy

Poissonovské rozdelenie mdze dobre aproximovat binomické rozdelenie pokial pocCet

pokusov n je velky a pravdepodobnost p je mala

Priklad na porovnanie Poissonovho a binomického
rozdelenia

Vypocitajte predpovede pre 100 pokusov s individualnou pravdepodobnostou uspechu 2%
z binomického a z Poissonovho rozdelenia pre poc¢et uspechov 0-6.

Riesenie

100 pokusov s individualnou pravdepodobnostou Uspechu 2%, binomické pravdepodobnosti pre pocet
Uspechov sl

r . 0 1 2 3 4 5 6

P(binomicka) : 13.3% 27.1% 27.3% 18.2% 9.0% 3.5% 1.1%

Poissonove rozdelenie pre priemer 2 dava pravdepodobnosti

P(Poisson) 0 135%  271% 271% 18.0% 9.0% 3.6% 1.2%

2.3.3 Dve Poissonove rozdelenia

Predpokladajme eventy dvoch typov - a, b s zodpovedajucimi priemermi A,, Ap @
taktiez pozname pravdepodobnost’ pozorovania ra, r,. Celkove r eventov méze byt
takych, Ze vSetky su typu b, alebo su kombinacia typu a , b atd.

r Ala Qb
P(r)=Y P(r;A)P(r—r ;) =eehy et =
()= R PCAPC-rid) e et T

i G +;tb) Z AV o4 Y
Py Or'(r r)' A, + A, A+ A,

Suma je prave binomicky rozvoj A + 4 , CO je rovné 1, takze vysledok je
A, +4 A+

rl

P(r)

t.j. suma dvoch Poisonovskych procesov je dalSi Poissonovsky proces.

2.3.4 Gaussovske rozdelenie

Rozdelovacia funkcia hustoty pravdepodobnosti Gaussovho rozdelenia je:



l _(X—ﬂ)z

207

P(x; u,0) = e
o~N2r

Gaussove alebo normalne rozdelenie je symetrické okolo x = p, Sirka je kontrolovana
hodnotou ¢ (Prvy krat spominané 1733 de Moivre (Angli€an) v praci “Approximatio
ad summam terminorum binomii (a+b)" in seriem expansi”). Pre x = p + ¢ , P(x) pada
na 0.61 pikovej hodnoty, t.j. takmer na polovicu. Toto su inflexné body, kde druha
derivacia je rovna nule.

1 1 | | | J
u—4c pu—3c p—20 p—0 pu p+0 u+20 u+3c pu+do

Obr. 2.4 Gaussovské (normalne) rozdelenie pravdepodobnosti

Ak urobime substituciu z = (x-u) / o dostaneme N e 2 C€o sa nazyva jednotkove
T

Gaussove alebo normalne rozdelenie

Délezité vlastnosti Gaussovho rozdelenia:

je normované na 1 jP(x;y,a)dx =1

u je stredna hodnota rozdelenia J' xP(x; u,0)dx = u

—00

je to taktiez modus a median



Standardna odchylka je o , rozptyl ¢® J' (x— p)? P(x; yt,0)dx = 6°

Pre Gaussovské rozdelenie plati - FWHM (Sirka v polovici maxima)= 2.35 o,

Priklad - Vypocet FWHM(v jednotkach o)
Ukazte, ze pre Gaussovskeé rozdelenie plati - FWHM (Sirka v polovici maxima)= 2.35 c.

RieSenie
Ked pouzivame Gaussian je obvykle najjednoduchsie posunut pociatok suradnicovej sustavy tak, ze
w =0

SO 1 e o SO 1
2 2027 2 2021
1 1 -5
= e
20\2r o~N2m
takZe v poloviénej vySke dostaneme Z=e 2
2
Inl=I2-—— = x=0v2In2=11774c

2
o
Takto sme vypoditali polovicu Sirky gaussianu v poloviénej vySke, takze plna Sirka sa potom rovna 2 x
1.1774 = 2.3548 &

Ked pouzivame funkciu gaussovského rozdelenia stretivame sa s réznymi
Standardnymi integralmi. Ich rieSenia sa nachadzaju v kazdej matematickej prirucke.
Bohuzial neurcité integraly gaussianu sa nedaju rieSit analyticky, ale su numericky
spoCitane a spracované do tabuliek. V tabulkach su obvykle uvadzané hodnoty
integrovaného gaussovského rozdelenia medzi symetrickymi hranicami - (x-u)/c a
+(x-p)/o, t.j. pravdepodobnosti, Zze ak event ma Gaussove rozdelenie, bude lezat
nejaky pocet Standardnych odchyliek od strednej hodnoty.

68.27% oblasti lezi vnutri oblasti 1o
95.45% 2c
99.73% 3c

ak chceme vediet ur€ité % potom
90 % lezi vnutri 1.645

95 % 1.960 ¢
99% 2576 ¢
99.9% 3.290¢

Tabelované hodnoty dvojstranného integralu gaussidanu davaju percenta

pravdepodobnosti, Ze bod lezi v danom pocte ¢ od strednej hodnoty (na obr. 2.5
nevysrafovana Cast)



Obr. 2.5 Obr. 2.6

Pokial tabelované hodnoty vyjadruju jednostranny integral gaussianu, udavaju
percenta pravdepodobnosti, Zze bod lezi v danom pocte Standardnych odchyliek ¢ na
jednej strane od strednej hodnoty (na obr.2.6 nevySrafovana Cast).

2.3.4.1 Gauss ako limita Poissonovského a binomického rozdelenia

Pre velké hodnoty A Poissonove rozdelenie prechadza na Gaussove spu = A, a
o= (A by malo byt minimalne 5, istejSie 10. V takom pripade je gaussian velmi
vhodnou aproximaciou poissona).

Rozdelenia
binomické = 0;; Np=u poissonovské
N —»o0 (TR X
gaussovské

Obr. 2.7 Vztahy medzi binomickym, Poissonovym a Gaussovym rozdelenim. N a p su
pocCet pokusov aindividualna pravdepodobnost Uspechu pre binomické rozdelenie.
Strednd hodnota pre Poissonove rozdelenie je p. V pripade Gaussovho rozdelenia
odvodeného ako limita Poissonovho rozdelenia pre velké u, strednd hodnota p a rozptyl
su rovnake.

Priklad: Poissonove rozdelenie aproximované
Gaussovym

Porovnajte pravdepodobnost’ z Poissonovho rozdelenia pre A = 5.3 pre dva alebo menej
eventov s pravdepodobnost’ou pre rovnaky pripad z Gaussovho rozdenia.

RieSenie

Ak A je 5.3, potom pravedepodobnost dvoch, alebo menej eventov pouzitim Poissonovho rozdelenia
je 10.2 %. Ked aproximujeme histogram Poissonovho rozdelenia hladkou Gaussovou krivkou,
zodpovedajuca hodnota pre Gaussian je v polovici medzi moznymi diskrétnymi hodnotami 2 a 3, teda
2.5 eventu. To je (5.3-2.5)/=1.22c od priemeru a z tabelovanych hodnét pre jednostr. Gauss mame
pravdepodobnost 11.1%

Rovnako binomické rozdelenie prechadza na Gaussspu=np a o=.np(l-p)

p by malo byt ~ 0.5, vacsie alebo mensie hodnoty p vyzaduju vacsie n, pri vacsich
pocetnostiach skoro vSetko smeruje ku Gaussu - o tom hovori centralna limitna
veta.



2.3.5 Binormalne rozdelenie

- . e ol  po,o,
zahfna dve premenné x, y, kovariacha maticaje V = ,
po.c, O,
1 o’ -po.o
a jej inverzna matica Vilis—————o y 5=
O-Xo-y (1_p ) _paxo-y Gx
_cov(x,y)

kde p je korelaCny koeficient p
O'xGy

Vysledny vztah pre binormalne alebo dvojrozmerné Gaussove rozdelenie je

1

P, =

() 27Z'O'xO'y\/(1—p2)
S AN AN E A ]
W{[ AR RN ﬂ

zobrazenie je vrstevnicovy graf. Vrstevnice rovnakej pravdepodobnosti su krivky, pre
ktoré exponent v rovnici je konstantny a to je rovnica elipsy. Je vidiet, Ze elipsa, pre
ktort exponent = - 1/2 ma extrémne x a y hodnoty pri iy * ox a py * oy

X

3 ~

—
I

[
1

1
—
I

_3 " | 1 1 1 | 1 | A 1 " ]
-3 =2 -1 0 1 2 3

Obr.2.8 Binormalne rozdelenie



Obr. 2.8 ukazuje linie konstantnej pravdepodobnosti pre dvojrozmerné rozdelenie,
kde x a y su kladne korelované. Elipsy konstantnej pravdepodobnosti su pri 90, 80, ...

10% pikovej hodnoty. Parametre su o, :\/g, o, =\/§ ) :g

Ak spravime rez rozdelenim, uvazujuc rozdelenie y, pre fixnu hodnotu x, potom
rovnica dava Gaussove rozdelenie v y ktorého Standardna odchylka sa blizi k

o ] _ o
hodnote *_— astredna hodnotaje  u, + p(—y](x—,ux)
1-p° o

X

2.4 INE ROZDELENIA

2.4.1 Rovnomerné rozdelenie

}/ preas<x <b
P(x)={ /b-a

0 pre ostatné

priemer je obvykle (a+b)/ 2 , ked spravime integral aby sme ziskali <x*>, potom
pre rozptyl dostaneme

v (x) =%

Standardna odchylka je odmocnina z rozptylu

1/(b-a)

a b

Obr. 2.9 Rovnomerné rozdelenie



2.4.2 Weibullove rozdelenie

P(x;a, B) = ef(ax)’ te @
o je Skalovy faktor, B je Spicatost piku, p =1 dava exponencialnu funkciu

0 1 2 3
05.¢

Obr. 2.10 Niekolko Weibullovych funkcii, piky su pre p =2.0,4.0a 7.0

2.4.3 Breit-Wignerove alebo Cauchyho rozdelenie

F(m:M,T) =~ L
27 (m-M)? +(T/2)

Breit-Wignerova funkcia, €asto pouzivana v jadrovej fyzike pre vyjadrenie rozdelenia
Castic hmotnosti m v désledku rezonancie s hmotnostou M a Sirkou I', sa redukuje
na Cauchyho funkciu F(z) zmenou pociatku a Skaly.

1 1
F(z)=—
@) rl+z°

Cauchyho funkcia nema rozptyl,
lebo integral [2*F(z)dz
diverguje

—4-3-2-10 1 2 3 4

Obr. 2.11 Cauchyho funkcia



KONTROLNE OTAZKY

18. Co je to pravdepodobnost, ako ju mézeme vyjadrit'?

19. Ako mézeme vyjadrit’ pravdepodobnost’, Zze : a) nastanu sucasne dva nezavislé javy, b)
nastane niektory z dvoch vzajomne sa vylucujucich javov?

20. O ¢om hovori zakon velkych cisel?

21. Ako vyjadrime o¢akavanu hodnotu nejakej veli¢iny?

22. Aka je rozdelovacia funkcia hustoty pravdepodobnosti binomického rozdelenia?
23. Aka je stredna hodnota, rozptyl a Standardna odchylka pre binomické rozdelenie?

24. Ako mdézeme odhadnut’ rozptyl pre binomické rozdelenie ked' nepozname hodnotu p -
individualne pravdepodobnosti ispechu?

25. Aka je rozdelovacia funkcia hustoty pravdepodobnosti Poissonovho rozdelenia?
26. Aka je stredna hodnota, rozptyl a Standardna odchylka pre Poissonove rozdelenie?
27. Ked' sc¢itame dva Poissonovské procesy aké rozdelenie bude mat’ sucet?

28. Aka je rozdelovacia funkcia hustoty pravdepodobnosti Gaussovho rozdelenia?

29. Aka je stredna hodnota, rozptyl a Standardna odchylka pre Gaussove rozdelenie?
30. Aky je vztah medzi FWHM a ¢ pre Gaussove rozdelenie?

31. Aka je pravdepodobnost’, ze skutoéna hodnota veli¢iny, ktora ma normalne rozdelenie bude
lezat' v intervale % 16 od strednej hodnoty?

32. Kedy prechadza Poissonove rozdelenie na Gaussove?

ULOHY

2.1 Pocas sprsky meteoritov, meteority padaju s pocetnost'ou 15.7 za hodinu.
Aka je pravdepodobnost’ pozorovania menej nez 5 meteoritov v Casovej
periéde 30 minut?

2.2 Studet sa pokusa stopnut’ auto. Auta prechadzaju v nahodnych intervaloch,
pri priemernej poc€etnosti 1 za minutu. Pravdepodobnost’, ze auto zastavi je 1%.
Aka je pravdepodobnost’, ze Student bude eSte €akat’ : a) po prechode 60 aut ?
b) po 1 hodine?

2.3 Ukazte, ze Sikmost’ a Spicatost’ su pre Gaussian nulové.

Pravdepodobnost’ p ziskania urcitych Specifickych vysledkov realizaciou jedného
z tychto merani je mozné vyjadrit pomerom
_ pocet udalosti v ktorych pozorujeme vysledok

celkovy pocet merani



vzajomne sa vyluc€ujuce javy - sucCet pravdepodobnosti  p = p1+p2+...pn
nezavislé javy - sucin pravdepodobnosti  p = p1p2ps..-pPN
podmienené pravdepodobnosti - P = pPa-PaB

Ocakavana hodnota r - oznacCuje sa <r>, alebo niekedy E(r) (expected value).

<r> = ZrP(r)

binomické rozdelenie pravdepodobnosti

P(r;p,n)=p"A-p)"~" | n!

r.(n—r)!

pravdepodobnost zavisi nielen na pocCte uspechov r, ale tiez na vlastnej
pravdepodobnosti p a pocte pokusov n

stredny podet Uspechov je (r)=np
rozptyl V(r)=np(l-p)
Standardna odchylka o =+npl-p)
ked p je nezname mézeme pre rozptyl pouzit odhad 52 —Lni(l—z]
N-1 N N

Poissonove rozdelenie -
pravdepodobnost ziskania r eventov ak stredny o€akavany pocet je A je

P(r;A) = %e"l
celkova pravdepodobnost = 1 takze iP(r;/i) =1
=0
stredna hodnota podetu eventov je (ry=2
rozptyl V(r)=~x
tandardna odchylka o=+

suma dvoch Poisonovskych procesov je dalSi Poissonovsky proces
Rozdelovacia funkcia hustoty pravdepodobnosti Gaussovského rozdelenia je:
(=)’

P(x, u,0) = L e 2

o2




je normované na 1 I P(x;u,0)dx =1

0

i je stredna hodnota rozdelenia J' xP(x; p,0)dx = 1

—00

je to taktiez modus a median
Standardna odchylka je o , rozptyl ¢* I (x— p)* P(x; 1, 0)dx = o

Pre Gaussovské rozdelenie plati - FWHM (Sirka v polovici maxima)= 2.35 o,
Rovnomerné rozdelenie

P(x){ %—a preas<x <b
0

pre ostatné

(b-a)’
12

priemer je obvykle (a+b)/2, rozptyl - V(x)=

3 NEISTOTY (ERRORS)

UCEBNE CIELE

V tejto kapitole by sa mal Student oboznamit' s typmi neistét, naucit sa pracovat' s
nimi, oboznamit’ sa s centralnou limitnou vetou, ako sa kombinuju neistoty, ¢o su to
systematické a nahodné neistoty

KLUCOVE SLOVA
neistoty - nahodné a systematické, neistoty typu A a typu B, kombinacie neistot,
centralna limitna veta

3.1 Uvobp

Pri meraniach sa stretavame s neistotami, ktoré mézu byt systematické alebo
nahodné. Neistoty mézu mat mnohé priciny, tvoria ich viaceré komponenty. Ked
hodnoty su ohodnotené neistotou, tato neistota je gaussovska Standardna
odchylka o. Ak napr. povieme, Ze tehla vazi 10.8 + 0.1 kg, mysli sa tym, Ze to vazime
vahou, ktora dava hodnotu, ktora sa v ramci = 0.1 kg neliSi od skuto¢nej hodnoty so
68% pravdepodobnostou, v ramci 0.2 kg s 95% a 03 kg s 99.7 %
pravdepodobnostou. Toto nie je len taky nahodny vyber. Neistoty v meraniach a



vysledkoch su vo vSeobecnosti dobre popisané Gaussovym rozdelenim (preto sa
toto rozdelenie nazyva normalnym rozdelenim)

3.2 PRECO SU NEISTOTY GAUSSOVSKE?

Zdroje neistét pri meraniach mézu byt rézne. Napriklad ak meriame dizku nejakého
predmetu pomocou pravitka - vysledok je ovplyvneny najréznejSimi pri¢inami - uhol
pohladu, kalibracia pravitka, chvenie ruk a pod. Pri pouziti inych meradiel, napr.
digitdlnych - do hry vstupuju iné okolnosti ktoré ovplyviiuju ziskanu hodnotu.
Nedokonalost merania nema len jednu pri€inu, ale mnohé. V nasledovnom si
ukazeme zaujimavé a vyznamné vlastnosti premennych, ktoré su sumou niekolkych
dalSich. Hovori o tom centralna limitna veta (central limit theorem - CLT).

3.2.1 Centralna limitna veta (central limit theorem - CLT)

Mame sumu X pre N nezavislych premennych x; , kde i = 1, 2, ... N, kazda ma z
rozdelenia stredn hodnotu p;, rozptyl V; alebo o2, rozdelenie pre X ma:
a) o¢akavanu hodnotu (X )=>"y, b) rozptyl V(X)=>V,=> o’

c) stava sa Gaussovskym pre N — oo.

CLT pracuje lepSie v centre rozdelenia ako dalej od neho. Rozdelenie méze byt
nerozoznatelné od Gaussa v oblasti 1-2 sigma od piku, ale na okrajoch, chvostoch
sa mdze lisit.

Obr 3.1. A - histogram 5000 Cisel nahodne vybranych z rovhomerného rozdelenia
medzi 0 a 1. Ma strednu hodnotu 1/2, rozptyl 1/12 a je ploché - urite nie Gauss
B - histogram inych 5000 Cisel, kazdé je sumou dvoch nahodnych Cisel (ako pre A)
X = x1+x2, rozdelenie je trojuholnikové, pik pre 1.0, pada linearne k 0 a 2.
C - suma 3 nahodnych Cisel, pik pri 1.5, tvar krivkovy, D - suma 12 nahodnych Cisel
- Gauss - stredna hodnota pre 6.0, rozptyl =12 x 1/12=1.0



3.3 PRACA S NEISTOTAMI

3.3.1 Opakovanie merani

Predpokladajme, Ze veliina je merana mnohokrat. MézZzeme vyuzit CLT v
jednoduchSej podobe za predpokladu vSetky stredné hodnoty p; maju rovnaku
hodnotu p - aj Standardné odchylky o; maju rovnaku hodnotu o

(X)=2 u=Nu

<X> je oCakavana stredna hodnota sumy N nezavislych premennych x;, kazda z
ktorych ma strednt hodnotu rozdelenia w; a rozptyl V; (alebo )

. .. _ X
a ked si oznaCime Xx :W potom dostaneme

(¥)=n
ked merania sU nezavislé, rozptyl x je prave rozptyl X deleny N?
2

1 o
Vix)=—> V. =—
(x) NZZ’ N

(Ked urobime N merani x4, X2, ..., XN @ spriemerujeme ich - dostaneme priemer x .
Tento vysledok je subjektom Statistickych fluktuacii, ale v priemere jeho hodnota
bude u, - raz viac, raz menej, ale v priemere , t.]. <)?>:,u. Rozdiel medzi aktualnou

hodnotou priemeru x a “skuto¢nou” strednou hodnotou je popisany rozdelenim,
2

ktoré ma rozptyl V' (x) :%

e @

“o®

>0

(] >y .
BT e 070" %% % %"

® -
T0Z070% %% %% %a %e 4o 610,008
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Obr.3.2 25 merani - ¢ Standardna odchylka priemeru




Standardnéa odchylka priemeru (za spominanych predpokladov) sa zniZuje ako %
Toto je zahrnuté aj v znamom Statistickom pravidle: "Priemerovanie je pre teba
vyhodné".

Ak urobime N nezavislych merani nieCoho, ich priemer ma o€akavanu hodnotu ktora
je prave pozadovana veli€ina, ak jej rozptyl sa znizuje ako 1/N, rozliSenie alebo
neistota priemeru jei ¢o je o faktor L mensia neistota ako neistota

JN’ JN

jednotlivého merania (je dolezité si vSimnut, Ze toto plati pre kazdé rozdelenie, nie
len pre Gaussovske). % sa nazyva Standardna odchylka priemeru, popisuje ako
dobre vieme strednu hodnotu rozdelenia, ktora je Casto velmi ddlezitou veli€inou.
Zavisi na Standardnej odchylke rozdelenia a tiez na pocte merani. Obr. 3.2 ukazuje
histogram nahodne vzorkovaného Gaussovho rozdelenia - 25 merani, ¢ je znama,
Standardna odchylka priemeru tychto 25 merani je 5x menSia ako c.

3.3.2 Priemerovanie vazenych merani

Predpokladajme, Ze mame subor merani {x;} nejakej veli€iny u a tieto merania maju
réznu neistotu c;. - merania s malou neistotou by mali mat' vacsiu vahu ako s velkou.

Priklad
Vypocditajte priemerni hodnotu ak pouzijeme 2 voltmetre, jeden ma presnost’ 0.02V, druhy
0.01V. S prvym voltmetrom nameriame 3.11V, s druhym 3.13V. Ako robit’ priemer?

RieSenie
Ak s prvym voltmetrom ziskame 4 hodnoty, priemer bude mat presnot 0.02/\/Z =0.01V. 4 merania s

hor§im meracim pristrojom su ekvivalentné jednému s dvakrat lepSou presnostou, potom priemerna
hodnota nameraného napétia je V= 1/5x 3.11 + 4/5x 3.13 = 3.126V.

ZovSeobecnene, ked sa zaoberame meraniami rovnakej veli€iny z ktorych kazda ma
neistotu o; mbézZeme vyjadrit vazeny priemer a jeho rozptyl nasledovne

/o) o1
S T s

Vahovanie vysledkov vyZaduje opatrnost’ a uvazlivost

X

3.4 KOMBINACIE NEISTOT

3.4.1 Jedna premenna

Predpokladajme, Ze je f jednoducha linearna funkcia x - f=ax+b

a, b su konstanty, x ma rozdelenie s rozptylom V(x), x reprezentuje meranie, alebo
priebezny vysledok - f - finalny vysledok, alebo tiez dalSi priebezny. Rozptyl
vyslednej funkcie je:



U= (7)) = ()~ =
=a° <x2>+ 2ab<x>+b2 —a’ <x>2 —2ab<x>—b2 =
=a () =(x)) =ar ()

alebo inak o, =|d|c

b je konStanta jej pridanie k premennej nema Ziadny vplyv na rozmazanie.
zovSeobecnenie - funkciu f(x) pre malé rozdiely mézZzeme rozvinut do Taylorovho radu
okolo Xo:

F0) = £ (x)+ (x—xo){%j

X=Xy

dosadenim do predoS$lych vztahov dostaneme

V() ~ (df j V()

.
dx
aproximacia je platna pre 'malé neistoty' - malé znamena, ze prva derivacia sa
nemeni viac ako o niekoflko c.

priklad - napr. - ak rychlost naboja je 200 + 10 m/s, vzdialenost po 6 sekundach
bude 1200 + 60 m/s

o, =

x

priklad

Aka je neistota sind ak uhol 6 je znamy s presnost’ou 0.01 radianu?

RieSenie

Ak uhol 6 je znamy s presnostou 0.01 radianu, potom sin6 je znamy s presnostou 0.01|cos6)|

3.4.2 Funkcia dvoch a viacerych premennych

predpokladajme funkciu dvoch premennych, podobne ako v predosSlom pripade -
linearnu - v tvare - f(x, y) = ax+ by + c a,b, ¢ su konstanty
rozvojom, ako v predoslom pripade dostaneme pre rozptyl

V(f)=a*(x*)=(x)) +°(3*) = (»)") + 2ab({xy)— (x){¥)) =
=a’V (x)+ bV (y) + 2abcov(x, y)

potom pre obecnejSiu f(x,z), opat pre “malé” neistoty, dostaneme

V(f) = (f j V@){Zf; j V(y)+2(%j(%]cov(x, )
afz(ij Uf+(£] y+2(df)( f}paa
' dx dy dx )\ d

kde diferencialy su ohodnotené, tak ako predtym, pre skuto¢né, alebo merané
hodnoty (x, z)



3.4.3 Pravidla kombinacie neistét

pre X,y nezavislé

V()= ["f) V(x )+("’;] V()
o [df) NEAP
) dy) 7
teda pre funkciu x, y a z (nezavislych) mame
o} = [i) o +[ f] 0'y2+[£j o’
dx dy dz

Vypocditajte celkovu neistotu drahy, ktora prejde teleso za 6 sekiind ak sa pohybuje rychlost'ou

200 +£ 10 m/s ama zichlenie 12 + 2m/s”.

Ak sa teleso pohybuje rychlostou 200 + 10 m/s a ma zrychlenie 12 + 2m/s®, potom za 6 sekind prejde
(s =vt+1/2 at2) vzdialenost 1416 m, celkova neistota - prispevok rychlosti je + 60m, prispevok
zrychlenia + 36 m, potom vysledok je + 70m

<
N
N
N
N
.
N
N
N
N
.
N

3.4.4 Relativne neistoty

ak mame f=xy podla predoslého pre rozptyl dostaneme

2 2 2
O (o2
V(f)=yV(x)+xV(y) , ¢o mdzeme rozpisat ako ETfj =(ﬁj J{_YJ
X y
ak mame fzﬁ , tak tiez pre podiel dostaneme po upravach rovnaky vztah ako
Y

- Q:ﬂz ﬁz *
pre sugin (fj [xj{y]()

Viioéitaite relativnu neistotu x.i a XIi ak vieme, Ze relativna neistota x '|e 3% a i 4%

Zo vztahu ( *) pre relativnu neistotu xy a x/y dostaneme 5%

Percentualna neistota je vyhodna tiez pre prevratné hodnoty x a je rovnaka ako pre
samotné x

O-]/x_o'

X

Ux x

. . . . p . o
pre logaritmus je relativna neistota x ako relativna neistotax o, =—*
X

Vyijadrite relativnu neistotu pre priad z Ohmovho zakona



Riesenie

V
Ohmov zékon - prud vytvoreny napatim V to, na odpore Rto, je I:E s relativnou

. s, 2 s, 2 o, 2
neistotou danou ako | — | = — | +| —
1 V R

3.4.5 Niekolko funkcii niekolkych premennych

Predpokladajme m rbéznych funkcii fy, fo, fs, ...... fm s n réznymi premennymi X1,
X@),---Xmny » fk bude korelovana s kazdou inou (aj ked xg nie su) pretoze rézne fi

zdielaju rovnaké x), rozptyly na fy st dané ako V() :<ﬁ2>—<ﬁ>2

kovariancia medzi dvomi premennymi je definovana ako cov(x,, X)) =X, = X4 X

Kovariancia medzi dvoma premennymi v distribuénej funkcii rozdelenia
pravdepodobnosti P(X(1), X(2),...-X(n)) je presne ekvivalentna

COV( x5y, X)) = <(x(l.) =1 )(x;) —,uj)> = <x(l.)x(j)>—yl.,uj, kde u = <x(l.)>. Toto su elementy
kovariancnej matice V, niekedy tieZ nazyvanej chybova matica (error matrix), kde jej
elementy su V; =cov(x,,x ). Diagonalne elementy tejto matice su prave
rozptyly v, = cov(x,, x,,) =V (x,,) = o; . Korelaéna matica je jej bezrozmerny ekvivalent

. . Jej elementy musia lezat medzi -1 a 1 a udavaju mieru

0.0,
korelovanosti dvoch premennych

rozvojom funkcie f; do Taylorovho radu dostaneme

£~ (s 0. ){f}(xl )+ af](xz )+

ox
l 2
ked toto pouZijeme vo vztahu pre rozptyl potom

V(f)= (fJ <(x1 /vﬁ) >+...+2 %]( f]<(x1 ) (x, — )>=

ox, )\ Ox,
_Z{afJV( )+ Zz[af (%jcov(xj,xk)

Co je trochu zovSeobecneny vztah pre kombinaciu neistét. Kovarianciu mézeme

vyjadrit ako cov(f,, f;) = ZZ(%} siJcov(xi,xi) pre cov(f,f) = V()
" .

i J

e

Ox,

1

ak oznaCime G, =( } a Vx a Vi su chybové matice pre x a f - méZeme pisat

V, =GV, G
Vyx a Vs su symetrické Stvorcové matice rozmerov nxn a mx m, G je obdiznikova

matica mxn

napr. 3 premenneé Xx,y, z, ktoré su nekorelované a merane s neistotami oy, oy, o,



G_(af of 8fj

ox' oy oz
LA
o> 0 0% ) ) )
szﬁ,%,% 0 o> 0 %:(gj O'§+% 0_2)4_(%] o’
ox Oy 0Oz Sl oy ox oy) 7 \oz
0 0 o
/A
oz

3.4.6 Systematické neistoty

Ak mame meraci pristroj, ktory ma neistotu 1% - raz nameriame viac, raz menej -
opakovanie merani a priemerovanie zvySi presnost. Ale ak meraci pristroj
systematicky meria napr. o 1% viac - opakovanie merani nepoméze, chyby nie su
nezavislé, pbsobia spolu, Standardnymi S$tatistickymi metédami ich nie je mozné
eliminovat.

Rézne nezavislé systematické neistoty, v dbsledku ich nezavislosti, sa skladaju
aditivne v kvadrate. Vacsia sa stava dominantna. PretoZe nahodné a systematické
neistoty su vzajomne nezavislé - tiez sa skladaju v kvadrate.

Casto sa uvadzju osobitne napr. A =-10 + 1.2 + 2.3 - prva nahodna, druha
systematicka

3.4.6.1 Pouzivanie systematickej neistoty

Predpokladajme dve merania x4 a x, ktoré maju systematicku neistotu S a nahodné
o1 2 02 . MdZeme uvazovat x4 zlozené z dvoch &asti - nahodnej x;® s nahodnou
neistotou o1 a systematickej x:° so systematickou S, to isté je qu pre Xo - x° ax°
s vzajomne nezavislé a st nezavislé aj s x;° a xo° zatial €0 x;° a x2° st absolltne
korelované.

Rozptyl x4 potom je V(x,) = <x12>—<xl>2 = <(x1R +xf)2>—<xf +x) >2 =o. +8°
Podobne V(xz) = 6,°+S? a kovariancia
cov(x, x,) = <xlx2>—<xl><x2> = <(x1R +x7 ) () + x§)> —<le + xf><x§ + x2S>
v8etko vypadne, zostanu len absolutne korelované x° a x° a COV(X1,X2) =

cov(x:® x2°)= S? takZe rozptylovd matica pre x; a X2 ma ndhodné a systematické
neistoty skladané v kvadrate na diagonale

ol +8* §?
V=
§? ol+8?
uvazovali sme konstantnu systematicku neistotu - ak nie je konstantna a je umerna
meraniu (S = €x ), potom
Ve ol +&’x}  &xx,
- 2 2 2.2
E XX, O,+&X,
iny priklad - ak mame tri merania x4 a Xz, x3 ktoré maju systematicku neistotu S,

nahodné neistoty 61, 62, 63 a inu nezavislu systematicku neistotu T, ktoru zdiefaju
len X1 a xz ale nie x3 . Kovarianénu maticu potom mézeme napisat



ol +S8*+T? S*+T? S§?
V= S*+T* o +S*+T? S?
S§? S? oI+ S8*+T?

napr. Ohmov zakon - prud | je ureny meranim napatia V, pouzitim voltmetra s

rozliSenim oy, na Standardnom rezistore R + or, Neistota | je dana
2 2 2

%:%Jr% , €O je bez problémov. Ak pristrojom meriame dva prudy |4 a |, napatia

V1 aVy maju nezavislé neistoty oy , ale odpor je rovnaky pre obe napatia, neistota na

nom je tak systematicka - premenujme ju na Sg

Pre neistoty oboch prudov sa ni¢ nezmeni podla uvedeného vztahu, je tu ale

ol, oI,

S2=is2
OR OR "

nenulova kovariancia medzi obidvomi veli€inami cov(/,,/,) = 22 S
napr. pre rozptyl Iy -l dostaneme

265 +(1, —I?_)ZU;

=,

KONTROLNE OTAZKY

33. O ¢om hovori centralna limitna veta?

34. Aky je rozptyl priemeru hodnét s rovnakou standardnou odchylkou?
35. Ako moézeme vyjadrit’ vazeny priemer a jeho rozptyl?

36. Aké su pravidla kombinacie neistét nezavislych veli¢in?

37. Aké su pravidla kombinacie neistét zavislych (korelovanych) veli¢in?

38. Ako sa prejavuju systematické neistoty?

ULOHY
3.1 Co je vyhodnejSie - subor desiatich merani s rozliSenim 1mm, alebo jedno
meranie s rozliSenim 0.2 mm?

3. 2 N3ajdite najlepsi kombinovany vysledok pre 3 nezavislé merania rychlosti
svetla c:

299 798 000 = 5000 m/s

299 789 000 = 4000 m/s

299 797 000 + 8000 m/s

3. 3 Ak napatie je uréené meranim prudu 1120 £ 10 mA cez odpor 1400 * 30 Q.
Aka je jeho hodnota a neistota?

3.4 Ak je uréovany prud meranim napatia 45 % 1V na odpore 900 = 10 Q.
Aka je jeho hodnota a neistota?



Centralna limitna veta

Mame sumu X pre N nezavislych premennych x; , kde i = 1, 2, ... N, kazda ma z
rozdelenia stredn hodnotu p;, rozptyl V; alebo o2, rozdelenie pre X ma:

a) o¢akavanu hodnotu  (X)=>"y,

bl rozptyl V(X)=>V,=> o}

c) stava sa Gaussovskym pre N — .

Opakovanie merani

ak merania su nezavislé, rozptyl X je prave rozptyl X deleny N2

1 o’
V) =—>V =—
()Aﬂz’ N

Pravidla kombinacie neistot
funkcia dvoch premennych v tvare - f(x, y) = ax + by + ¢ a,b, ¢ su konstanty

V(f)= [ A j V(x)+[df j V(y)+2(—df j(—df jcov(x,y)
dy dx )\ dy

ot (df] . (_df] o712 (dfj[ fjpm

: dx dy ’ dx )\ d

pre funkciu x, y a z (nezavislych) mame

(2] (2] (2]
X ly /4

Relativne neistoty
ak mame f=xy alebo f =x/y dostaneme

- 2 2 2
()22
f X y
Niekolko funkcii niekol’kych premennych
Predpokladajme m réznych funkcii fy, fa, fs, ...... fm s n réznymi premennymi X1,

X@),---Xmny , fk bude korelovana s kazdou inou (aj ked xg nie su) pretoze rbézne fi
zdielaju rovnakeé x

V()= Z( ]V( )+zz[af}[ Jcov(xj,xk)

j k#j

Y

X .

1

ak oznaCime G, =( j a Vx a Vi su chybové matice pre x a f - mézeme pisat’

V,=GV,G
Vyx a Vs su symetrické Stvorcové matice rozmerov nxn a mxm, G je obdiZnikova
matica mxn



4 ODHADY (ESTIMATION)

UCEBNE CIELE

V tejto kapitole by sa mal Student oboznamit' s vefmi uzitoénymi a ¢asto pouzivanymi
pojmami a metédami odhadov a naucit’ sa ich pouzivat. Mal by sa blizSie zoznamit
s tym, €o su to estimatory, ich vlastnostami, s funkciou vierohodnosti, s metddou
maximalnej vierohodnosti, s metédou najmensich Stvorcov, ktorej pre jej vyznam je
venovana samostatna kapitola, s metédou momentov, s tym, €o je to stratifikované
vzorkovanie.

KrUCOVE SLOVA
estimator, vychylenost, konzistentnost, funkcia vierohodnosti, maximalna

vierohodnost, metdéda momentov, metéda najmenSich Stvorcov, stratifikované
vzorkovanie.

Uvob

S odhadmi sa v beznom Zivote stretavame velmi Casto tam, kde z réznych pricin
nedokazeme ziskat presné vysledky. Odhady poskytuju nepresne vysledky, ale
umoznuju ohodnotit' aj to o nembzme zmerat

V Statistike su odhady technicky pojem, je to procedura veduca k vysledkom, ktoré
mozu byt nepresné, ale rozsah ich nepresnosti je znamy (nie je to aproximacia).
Jedna z velmi Casto pouzivanych metdd je metéda najmenSich Stvorcov. Pre jej
vyznam a rozsah pouzivania je jej venovana samostatna kapitola

4.1 ESTIMATORY

Estimator je procedura ktoru ked aplikujeme na vzorku dat dava Ciselnu hodnotu pre
charakteristiku zdrojového rozdelenia - inak - charakteristiku alebo parameter
zdrojovej rozdelovacej funkcie (napr. pu a o pre Gauss)
Dobry estimator musi byt : - konzistentny ,

- nevychyleny

- uéinny
predpokladajme, Ze veli€ina ktoru meriame je a, jej estimator oznacujeme strieSkou
nad prislusnu velicinu a.
Ked a aplikujme na N merani, toto vytvori odhad veli¢iny a, odhad sa liSi od
skuto€nej hodnoty v dbsledku Statistickych fluktuacii. pre velké N - fluktuacie klesaju
- nezavislé merania bez systematickych chyb. Pre dobry estimator rozdiely medzi
odhadom a skutoCnou hodnotou pre velké vzorky zanikaju - takyto estimator je
konzistentny estimator
Estimator je konzistentny ak smeruje k skutoc¢nej hodnote ak data idu do
nekonec¢na

lima=a

N—o0



pre nekone¢né N dostaneme skutoénu hodnotu a, pre menSie N pozorujeme
odchylky od skutoCnej hodnoty. V pripade ak nadhodnotenie je rovnako
pravdepodobné ako podhodnotenie takyto estimator volame nevychyleny (unbiased)
estimator

Estimator je nevychyleny ak jeho ocakavana hodnota je rovna skutocnej

A

hodnote <a> =a

Ak odhad je dobrym meranim skutoCnej hodnoty - rozmazanie mozZnych hodndét
minimalne. Takyto estimator je ucinny estimator

Estimator je ucinny, ak jeho rozptyl je maly

Vyber estimatora pre pouzitie v urCitej aplikacii vyZaduje posudenie - neexistuje
idealny "najlepsi" estimator mézu byt ré6zne pre rébzne problémy

4.1.1 Funkcia vierohodnosti

mame urcity subor dat {x4, X2, X3,...,Xn} Na neho pouzijeme estimator a pre veli€inu a,
ziskame Ciselnu hodnotu odhadu, ktora je blizko realnej hodnoty a zavisi na subore
dat.

Ked uvazujeme vlastnosti estimatorov - ideme z druhej strany - miesto hladania v
urcitej vzorke dat - uvazujeme zname rozdelenie. Hodnoty dat x; su z nejakej funkcie
hustoty pravdepodobnosti P(x;a), ktora zavisi na a. Tvar funkcie P je dany - a urCené
(predpokladame, Ze a je parameter) a je funkcia x; - ma ocakavanu hodnotu -
mobdzeme teda povedat - Ak zoberieme vzorku N hodnét z tohto rozdelenia - z nich
vytvorime (x4, X2, ...Xxn) potom v priemere (na mnohych takych vzorkach) hodnota a
bude <ag > pravdepodobnost urcitého suboru dat {xi, Xz, Xs,...Xn} je sucin
individualnych pravdepodobnosti - tento su€in sa vola vierohodnost L(xq, X,
X3,...,XN;@) je kombinovanou pravdepodobnostou alebo hustotou pravdepodobnosti
ktora tento urcity subor x; bude vytvarat z tejto hodnoty a

L (X1, X2, X3,....Xn;8) = P(X1;2)P(X2;2).....P(xn;a) = TT P(xi;a)
Ocakavana hodnota pre kazdu funkciu z {xj} sa najde integrovanim cez vSetky mozné
hodnoty vSetkych x;, vahovanim celkovou pravdepodobnostou, t.j vierohodnostou

() = [ £ ooy M, Xy @)l ey

v obvyklom ozna&ovani (f(xxy)) = j]LdX
plati (a)=[aLax (a*)=[a’Lax
poziadavka konzistencie je lim <21—a> =0

N>

hranica minimalneho rozptylu (MVB- minimum variance bound)
1

1 —
dinLY d’InL
da da®
ak pre nejaky estimator - V (a) je rovné MVB potom je estimator a Gcinny, ak

nie - jeho Uc¢innost je MVB/V(a)
pre Gaussovské rozdelenie vzorkovy priemer je uc€inny estimator p

pre nevychyleny estimator je V' (a) > alebo inak 7V (a)=>

pravdepodobnost uréitého x; je p(xi;u) p(x;; 1) I S s

o~N2r



dava celkovy logaritmus vierohodnosti InL = —Z (%, —2/1) —NIn(o~27)

20
2
dvojnasobnym derivovanim podfa p dostaneme ddInZL = _ﬂz
y7] o

vztah neobsahuje x takZze je rovny priamo ocCakavanej hodnote. Po dosadeni
2

dostaneme MVB :% , €O je tiez, podla centralnej limitnej vety, rozptyl estimatora

napr. rovnomerné rozdelenie - medzi dvomi hranicami (neznamymi). Vzorkovy
priemer poskytuje konzistentny a nevychyleny estimator, ale nie je ucinny

predpokladajme napr. Styri merané hodnoty 1.1, 1.3, 1.7 a 1.6. Piata hodnota 1.4
bude menit priemer - a predsa neda novu uzitocnu informaciu. Dve extrémne
merania maju len jeden realny vyznam - ziskame stredny rozsah

fr=2min(e;) + max(x)]

estimator, ktory pre rovnomerné rozdelenie s §irkou W ma rozptyl W#/[2(N+1)(N+2)].
Rozptyl priemeru véak je o?/N po dosadeni zo vztahu pre rovnomerné rozdelenie
dostaneme W?12N . Teda tu je rozptyl stredného rozsahu mensi ako rozptyl
priemeru (ak N >2). Tu pre velké N rozptyl pada ako 1/N? a tandardna odchylka ako

1/N a nie ako obvykle l/ﬁ u nahodnych neistét.
4.1.2 Niektoré zakladné estimatory

4.1.2.1 Odhad priemeru
priemer reprezentuje najlepsi odhad skutocnej strednej hodnoty

H=x

ako zaruCuje centralna limitna veta - tento odhad je konzistentny a nevychyleny a
2

jeho rozptyl je V(i) :% :

N je poCet dat, c Standardna odchylka zdrojového rozdelenia

4.1.2.2 Odhad rozptylu
uvazujme najprv pripad, ked' p je zname (nie velmi obvykly pripad)

obvykly estimator je V(%)= %Z(x[ — u)’

plati (¥ (%)) = M = (=) =V (%)

ked p nie je zndme - p nahradime odhadom g=x

70 =+ 2 - = X )

ale toto je vychylené, Ked vezneme oCakavanu hodnotu, dostaneme



(7)o
(x)=(x) ,potom z centralnej limitnej vety dostaneme

(V@)= () =) ()= =V () v ()
atiezz CLT plati V(x)=V(x)/N, takze

(7)) = (1-%}1/():) :NT_lr/(x) £V ()

Dostavame odhad rozptylu zdrojového rozdelenia, ktory je vychyleny (ale vychylenie
pada ako 1/N a mOze byt zanedbané ak N je dostatoCne velké).

Ak sme nasli vychylenost je fahko ohodnotit korekciu na fiu. Ak nasobime N/N-1
(o je zname ako Besselova korekcia), presne kompenzujeme chybajucu
vychylenost. Potom

V/(;) =5 =N%Z(Xi _f)z

je konzistentné a bez vychylenosti. s*> je nevychyleny odhad rozptylu. Estimator
nepracuje pre N=1
Aky je rozptyl tohoto estimatora - po upravach a pre velké N dostaneme

PO | (=)~ ((x- )|

potom pre Gaussovské rozdelenie

— 20* 20"
VV(x))= N-1)=
7 (x)) e (N-1) N
Ak pouzijeme Besselovu korekciu dostaneme pre lubovolné N
20"

V(VTx»=N .

4.1.2.3 Odhad o

& =+V(x) alebo jednoduchsie & = o’
z predoslého dostaneme & =5
Zakon velkych Cisel garantuje konzistenciu

Rozptyl mbzZeme najst z predoslych vztahov

2 2
V(6?) = (da j V(o) =40V (5)
do
) (x 2
ak N je primerane velké V(c)= <( #) > <(2 #) >
4dNo
2
pre Gaussian sa redukuje na V(o) -2

¢o mdzeme napisat tiez ako o, =

ak pouzijeme nevychyleny estimator s o, =



Experiment - pri vhodnom usporiadani - vysledné neistoty mensie nez nahodné
neistoty pre jednotlivé merania - ak zredukujeme nahodné efekty velkym poctom
merani - predtym zanedbatelné systematické efekty sa stavaju dominantné.

4.1.2.4 Odhad korelaéného koeficientu
korelacny koeficient pre vzorku - odhad korelacie zdrojového rozdelenia

~ XY—XYy
==Xy
0.0,
Besselova korekcia - odstranenie vychylenosti
A Xy—xy
=-yr=—
P (N=Ds.s,
2
ked rozmer N vzorky dat je velmi velky neistota je potom o, = lN'O .

lepSia aproximacia, ktora pracuje aj pre mensie N je tramsformacia na premennu z
1, 1+p

z==In=22
2 1-p

ak x a y maju Gaussovské rozdelenie potom z ma viac Gaussovsky tvar akop .

Standardna odchylka pre z je l/\/N—3

Priklad

15 Studentov fyziky pisalo pisomnu pracu, ktora bola ohodnotena znamkou. Korelacia medzi
znamkou z pisomnej prace a jeho vyslednou znamkou zo skusky z fyziky bola najdena ako r = -
0.11. Ak tato korelacia je skuto€ne zaporna, z toho vyplyva, ze literarne nadani Studenti su slabi
z fyziky a naopak. Je nejaké opravnenie na takéto tvrdenie?

RieSenie
Transformujme r na z a dostaneme
Z= EIn @ =-0.1104
2 1.11

Neistota je ]/\/12 = 0.2887. TakZe odchylka od nuly je menSia ako polovica Standardnej odchylky,
takZe korelacia je nevyznamna.

4.2 MAXIMALNA VIEROHODNOST (LIKELIHOOD)

Princip maximalnej vierohodnosti (ML) je metdda pre odhad. Pre vzorku dat {x,...xn}
estimator maximalnej vierohodnosti a je taka hodnota a pre ktoru je vierohodnost

L(x,, Xy, een. xN;a):HP(xl.,a) maximalna.
UrCime taku hodnotu a , ktora robi pravdepodobnost’ ziskania aktualnych vysledkov

{x1,...xn} takou velkou ako je to mozné. V praxi je [ahSie maximalizovat logaritmus L,
ktory je sumou potom logaritmov pravdepodobnosti

Priklad

Predpokladajme, ze pat’ hodnét x : 0.89, 0.03. 0.50, 0.36, 0.49 bolo generovanych rozdelenim,
ktoré je zname a ma tvar P(x) =1.0 + a (x - 0.5) medzi 0 a 1. Z tychto piatich hodnét vypoditajte
logaritmus vierohodnosti r6znych hodnét a a zobrazite vysledok.



RieSenie
ak a=+10je toIn1.39+In0.53+In1.0+In0.86+In0.99 = -0.47
ak a=-10 jeto IN061+In147+In1.0+In1.14+1In1.01=+0.03
Vysledky su zobrazené na obr. 4.1

0.20
0.10

InL 0 /_\

-0.10
—-0.20
—0.30
—0.40

__0.50 A_jj..ll_l’.ll_lll_lll_lll

-1 =050 o0 . 0.50 1

Obr.4.1 Funkcia vierohodnosti

Na obr. 4.1 je ukazany logaritmus vierohodnosti pre hodnoty a medzi -1.0 a 1.0. M6zeme vidiet, ze
maximalna vierohodnost' je pri a = - 0.6 - to je maximalna vierohodnost odhadu a

V mnohych pripadoch sa maximum neda najst priamo, z grafu alebo podobne.
Miesto toho je fahSie najst’ polohu maxima derivovanim rovnice pre L a poloZzenim =
0.

dinL 0
dCl a=a
rieSime analyticky, alebo ak sa to neda - numericky

napr. predpokladajme, Zze Studujeme rozpad nejakého stavu s neznamou dobou
Zivota, t.j. taky stav sa rozpada ako (1/r)e™" a chceme najst © . Nameriame subor N
pozorovanych hodndt dob Zivota {t} . Logaritmus funkcie vierohodnosti je

1 - 1
InL:ZIn(;e fJ:Z—T_lZ_;

derivovanim podla t dostaneme dinl _ Z(Z—Z_EJ
dr T T

poloZenim rovné nule dostaneme maximalne vierohodny estimator 7



~ 1
T=—)1
VI
napr. pre ukazanie flexibilnosti metddy maximalnej vierohodnosti predpokladajme
podobny experiment ako predosly pripad s tym, Zze zariadenie neumoziuje meranie

dihie neZ nejaky ¢as T. Funkcia pravdepodobnosti potom je le"/f(l—e‘”’)‘1
T
Derivovanim logaritmu vierohodnosti a polozenim rovné nule dostaneme

~ 1 1 Te ' . i~ .
T=—>)t+—) ——— Co je potrebné riesit numerick
NZ! NZ(l_e—T/r) J p y

napr. ML a Gaussovsky vazeny priemer. Predpokladajme {xj}} sU merania rovnakej
veli€iny ale s r6znou presnostou, t.j. xi su z Gaussovskej strednej hodnoty u (ktoru
chceme najst) a Standardné odchylky o; (su zname - ide o neistoty merani). Funkcia

1 2/0 2
P(x:1,0) = ————e /25" taksa |ogaritmus
Cimo)= - o g

pravdepodobnosti pre x; je

vierohodnosti potom je InL=> -Inc2r —Z—(xé_zﬂ) : Derivovanim podfa p
i O;
oy 2
najdeme maximum (gj -0 = sz-/ffzf
i Z]/O-i

napr. ML odhad Gaussovskej strednej hodnoty u a o - predpokladajme subor merani
veliCiny p ked o je rovnaké pre vsSetky x; , ale je nezname.. In L dostaneme
derivovanim podla p a o takZze dostaneme

n

(1) =0

i=1

Z prvej rovnice dostaneme =X

Druha dava &°? :%Z(xi -x)°

4.2.1 ML : Konzistentnost, vychylenost’ a invariancia

ML estimatory su obvykle (nie vzdy) konzistentné.. Vo vSeobecnosti su tiez
vychylené. Vychylenie sa vyznamne zmenSuje pokial rozmer vzorky je primerane
velky. Vychylenost je cenou za iné, vyhodné vlastnosti ML metddy, najma invariaciu
voci transformaciam parametrov.

napr. pre rozptyl dostaneme, e estimator (o) a (estimator ) sti rovnaké. To je
vzdy splnené pre ML estimatory. Vo vSeobecnosti plati

f(a)=£(a)



napr. predpokladajme, Ze a je estimator, ktory je nevychyleny, a pre ilustraciu, ma
rozdelenie pravdepodobnosti ktoré je symetrické okolo skutoCnej hodnoty ag. Potom
Sanca byt viac nez 10% prili§ nizko a byt viac nez 10 % prili§ vysoko je rovna:

ak a je 10% prili§ vysoko, potom a=1.1a, a a’=1.21a}

ak a je 10% prili§ nizko, potom a=0.9a, a a°=0.81a’

teda pre premennu a° je $anca byt viac nez 21% prili§ vysoko, a viac nez 19%
prili§ nizko rovnaka. - rozdelenie pravdepodobnosti v a° je nesymetrické a
vychylené.

4.2.2 Maximalna vierohodnost pri velkych N

pre N> je kazdy konzistentny estimator nevychyleny, takZze aj vychylenost
konzistenych ML estimatorov zanika pri velkych N alebo asymptotickej limite. Tieto
estimatory su tiez efektivne. Pre rozptyl a dostaneme

ot =V(@)=—rt =1

d*InL d’InL
da? da®

4.2.3 Neistoty v ML estimatoroch

€o je minimum hranic rozptylu

Pre velké vzorky rozptyl ML estimatora je rovny MVB (hranica minimalneho
rozptylu - minimum variance bound). To znamena, Zze Schwartzova nerovnost

2
judeIvdeZ(IuvdX) musi byt saturovana (prechadza na rovnost) a to sa stane

len ked veli€iny u a v su si priamo umerné (pre vSetky x) v(x;a) = A(a)u(x;a)
Takze dostaneme dinl _ A(a)(a—a)
2 2
Po derivovani podfa a a upravach dostaneme <ddInZL> = dd|l’12L|
a a >

¢o je uzitocné pre ohodnotenie V' (a), moOze sa pouzit nielen pri velkych N ale pre

kazdy nevychyleny, efektivny ML estimator

Vdaka CLT rozdelenie pravdepodobnosti pre a bolo Gaussovské. Aby to bolo

skuto¢ne pravdivé, druha derivacia (d?inL/da®) musi byt konstantna - aby to bolo -

dobrou aproximaciou je ak zmeny su velmi malé v zodpovedajucom intervale hodnét

a v blizkosti ay.

S takouto aproximaciou veli€ina A je konstantna takze po integrovani a odstraneni
A(a=a(xq 0y )’

logaritmu dostaneme pre L L(x,,..xy;a)ce 2 , Co ukazuje, ze limita

funkcie vierohodnosti ziskand z dat je Gaussian, logaritmus vierohodnosti je

parabola.



In L -

Obr. 4.2 Graf logaritmu funkcie vierohodnosti ukazujuci
hranice 16 a 2c

Standardna odchylka Gaussiana je prave 1/J4. To je tiez Standardna odchylka
estimatora a . Z obr. 4.2 vidiet, Ze pri 16 od piku log vierohodnosti pada na hodnotu
znizenu o 0.5 voc€i hodnote maxima, pri 2c sa zniZuje o 2, pri 3c 0 4.5, atd. Ak N nie
je dostatoCne velké, funkcia vierohodnosti nie je Gauss a log vierohodnosti nie je
parabola. Také pripady mézu byt ohodnotené vyuzitim vlastnosti invariancie. Hoci
InL(a) mbéze byt neparabolické - da sa najst parameter a' pre transformaciu na
parabolu. Najdeme hodnotu a' pri ktorej InL je o 0.5 nizSie ako maximum ¢o oznacuje
+o limit. Potom mdzZeme najst zodpovedajuce hodnoty a.

Podla invariancie su aj hodnotami a pri ktorych InL pada o 0.5 pod pik. Takze na &'
mdbzeme zabudnut - pre konecné N aj pre velké N. Rozdiel - tieto hodnoty nemusia
byt symetrické okolo piku hodnoty - davaju asymetrické neistoty pisané obvykle v
tvare @=0.217%. 2o limity najdeme podobne z bodov kde InL pada o 2 oproti

maximu. Treba si uvedomit, pre kone¢né N, Ze toto nebude dvojnasobok limitu jednej
Standardnej odchylky

4.2.4 Viaceré premenné

Ak chceme ohodnotit’ najlepSiu hodnotu pre cely subor parametrov (a4, az, ...an) -
treba zovSeobecnenie. Najdenie L maximalne - rieSenie n rovnic
oinL(x,,..xy;a,..a,)

oa.

J
rozptyl zovSeobecnime podobne. Pre velké N je vierohodnost mnohorozmerny
Gaussian, pre jednu premennu, rozptyl je minus inverzia o€akavanej hodnoty druhej

pre vSetky j = 1,...n



derivacie, pre viaceré premenné kovarianéna matica je minus inverzia matice
druhych derivacii:

o o*InL oinLdlnL 62InL|
cov (a,,a;,)=- = - _
! da,0a, da, Qa, da,0a,

J

a=a

Zobrazenie funkcie vierohodnosti je problém. Je potrebné zobrazit dve premenné.
Vyhodnym je pouzit zobrazenie pomocou vrstevnic. Pre velké N je funkcia
dvojrozmerny Gauss, Pre malé N - rézny tvar - moznost' viacerych lokalnych maxim.
Tak ako v jednorozmernom pripade - chybu urCime najdenim bodov, kde InL je 0 0.5
mensie ako maximalna hodnota - body tvoria uzavretu krivku - v zlom pripade krivky.
Pre velké N je to elipsa - 1o limity mozno urcit' priemetmi elipsy na zodpovedajuce
oSi.

napr. rozptyl odhadu strednej hodnoty a o pre Gauss

_ 2
InL:Z%—NIna—%InZn

— 2 _ 2 2
H=X, o =x"—-uU

to potom dava pre rozptyly:

<82InL>:_N <82InL>:_2N <a2|nL>:22<x;—ﬂ>:o

o’ o2 ol 2 ouoo o

2
(o} (o}

pretoZze matica je len diagonalna, inverzia je trivialna, kovariancia medzi u a o je
nulova, rozptyly su

V(w) =—<

0° |nL>_l B o’

2 -1 2
2 _o° V(G)=_<6 InL> o
ou N

oc? | 2N

Pre velké vzorky a ma rozdelenie pravdepodobnosti ktoré je nevychylené a
normalne rozdelené okolo skutoCnej hodnoty a s rozptylom rovnym hranici
minimalneho rozptylu.

Pre limitu velkych N (asymptoticka limita) - maximalna vierohodnost méze davat
najlepsi estimator - pre malé N je to otazne.

Vyhoda - Ziadne straty informacie pri binovani — je pouZita celd experimentalna
informacia.

Jednoduché ohodnotenie neistoty - bod 16 je tam, kde InL klesne o 0.5 oproti
maximu.

Pre malé N estimatory su obvykle vychylené - treba vediet tvar funkcie zdrojového
rozdelenia.

4.2.5 RozSirena maximalna vierohodnost

v Standardnej metdde hustota pravdepodobnosti x P(x;a) je normovana na 1
J.P(x; a)dx =1

V rozSirenej metode tato poziadavka nie je striktna. Miesto funkcie P(x;a) sa pouzije
funkcia Q(x;a) pre ktoru normalizacia nie je fixna.



IQ(x; a)dx=v , kde vje oCakavany pocet eventov

Je to vyhodné pre experimenty kde nie je znamy pocet eventov - data brané urcity
Cas - nahodné. Vysledna hodnota vzahriujuca informaciu z tvaru je lepSim odhadom
skutoCnej celkovej poCetnosti ako zakladny pocCet pozorovanych eventov N.

Informacia méze byt zahrnuta kombinaciou Standardnej maximalnej vierohodnosti so
znalostou toho Ze prislusna Q(x;a) predpoveda v eventov v pozorovanom intervale a

primerane nasobi vierohodnost danej datovej vzorky N eventov Poissonovou
N

pravdepodobnostou ziskania N eventov z priemerného poctu v %e‘v . Logaritmus

vierohodnosti je potom (n! nezavisi na a takze ho neuvazujeme)
|nL=Z|nP(xi;a)—v+N|nv:

= ZIH[VP(xi;a)]—v =
= ZInQ(xi;a)—v

Vzrastom normalizacie Q sa zvySuje vierohodnost kvoli rastu sumy (to robi
pozorované eventy pravdepodobnejSimi) ale su€asne to znizuje kvéli v (robi to
menej pravdepodobnym, ze ziadne iné eventy nebudu pozorované) - pri
maximalizacii treba najst rovnovahu medzi dvomi efektami. Od Standardnej
vierohodnosti sa to liSi dvomi spésobmi — za prvé — je tu zahrnuté v, za druhé —
faktom, Ze Q(x;a) je normované na v, miesto na 1.

4.3 METODA MOMENTOV

Jedna sa o inu metdda odhadu.
Dana je funkcia rozdelenia P(x;a), kde a chceme odhadnut, oakavana hodnota
priemeru

(x)= J-xP(x;a)dx je znamou funkciou a. a mdéZzeme ohodnotit ked dame
do rovnosti oCakavanu hodnotu priemeru s aktualnou pozorovanou hodnotou
ziskanou z dat

<x> = .[xP(x; a)dx=Xx
ak mame n neznamych parametrov as, ap, ... a, - rieSime sustavu n rovnic
<x"> = ij(x; a,,...a,)dx = X prer=1..n
normalizacna podmienka
jp(x;al,...an)dx =1
md&ze byt pokladana za rovnicu pre nulovy moment

4.4 MAXIMALNA VIEROHODNOST A NAJMENSIE STVORCE

Predpokladajme vzorku dat - subor parov (x,y) - {(x;, yi)} - hodnoty x su zname
presne, hodnoty y su merané s neistotou o; , y mdézeme vyjadrit ako funkciu f(x) -
zavisi na parametri a ktory chceme ohodnotit’

Z centralnej limitnej vety m6zeme ukazat, Zze y hodnoty su Gaussovsky rozdelené
okolo idealnej hodnoty, pravdepodobnost uréitého y;pre dané x; je



1 2 2
P .;a :—e_[J’i_f(xi,a)] /20‘i
(vi:a) s

1

Logaritmus vierohodnosti pre celkovy subor dat je

Ianéz{y"_—ﬂx")} Y2z

o3

l

Maximalizacia vierohodnosti vedie k minimalizacii veli€iny

]

O.

t.j. robeniu sumy Stvorcov vazenych rozdielov takou malou ako je mozné a to je
metdda najmensSich Stvorcov

4.5 STRATIFIKOVANE VZORKOVANIE

Predpokladajme, ze chceme najst’ priemer nejakej veliCiny pre populaciu na zaklade
relativne malej vzorky - napr. priemernu vysSku vSetkych Studentov navstevujucich
urcitu univerzitu - urobime N merani - ur€ime strednu vysSku p - ohodnotime vzorkovu
Standardnu odchylku s - vysledok dostaneme v tvare ,uis/\/ﬁ

MbZeme to urobit lepSie

Studenti - 2 typy - muzi a Zzeny - je zname, Ze priemerné vy$ky muZov a Zien su
rozdielne - uréime relativne zastupenie muzZov a Zien medzi Studentami (Manchester
- 64% : 36%).

Pomer vo vzorke fluktuuje okolo nejakej hodnoty - tieto fluktuacie prispeju k
fluktuaciam priemernej vySky - zbavit sa ich mézeme meranim vzorky obsahujucej
ur€ity pomer muzi : Zeny - tak redukujeme nepresnost vysledku - toto sa nazyva
stratifikované vzorkovanie

Pre kvantifikaciu - pozrime ¢o sa stane pri ndhodnom vzorkovani

Predpokladajme - rozdelenie je zmesou Ps(x) a P2(x) s pya pov pomere frafo (fi+ 1
= 1) a celkovy priemer u = fijus+foup . Ak urobime N merani oCakavany rozptyl
celkového priemeru je

V()= [[AR()+ fB ()10 - ) dx

to je prave f; krat otakavana hodnota (x-p)® pre typ 1 a to isté pre typ 2. Potom
dostaneme

V(x) = AR+ 1V, () + fifo (i = 11,)°

ak pouzijeme stratifikované vzorkovanie v pomere f; k f, , CLT dava rozptyl ako
ukazuju prvé dva Cleny bez tretieho, treti Clen je kvoli moznym (binomickym)
fluktuaciam vo vzorkovani. Stratifikované vzorkovanie to eliminuje

Vo vSeobecnosti, ak vieme, ze populacia je rozdelena do dvoch (alebo viacerych )
typov u ktorych vieme proporcie a tieto typy maju rozdielne stredné hodnoty- je
vyhodné vzorkovat fixny pocet z kazdého z tychto typov. To znizuje rozptyl vo vzorke
spésobeny moznym vyberom rézneho poctu z kazdého typu.

Toto funguje ak vieme proporcialne zastupenie typov a ak rozdiely medzi strednymi
hodnotami réznych typov su vyznamné.

Co je najlepsia stratifikacia?



Predpokladajme m; merani typu 1 a m, merani typu 2.
Odhadneme p1 a 2 s rozptylmi Vi/m4 a Vo/m,. Odhady daju

ﬁ = flﬁl + fz[‘z
rozptyl je

V = ﬂ-l—ﬂ

m m,

chceme vybrat m;a my tak, aby rozptyl bol minimalny - m; + m; je obmedzené fixnym
N, mz2=N - my, derivujeme rozptyl podla m;

m _ Sl _ oy
m, fz\/Vz 120,

Ak o je rovnakeé, vysledok nam potvrdzuje, Ze vzorky je najlepSie vybrat v pomere v
akom su data

KONTROLNE OTAZKY

39. Co su to estimatory?
40. Aké su zakladné vlastnosti dobrych estimatorov?
41. Ako vyjadrime funkciu vierohodnosti a ¢o vyjadruje?
42. Aké su hranice minimalneho rozptylu estimatora?
43. Uvedte niektoré zakladné estimatory.
44. Co vyjadruje maximalna vierohodnost’ a na o sa vyuziva?
45. Ako by ste urcili hranice 1o rozptylu funkcie InL?
46. C je to metéda momentov?
47. Na ¢om je zalozené stratifikované vzorkovanie a v ¢om je vyhodnodost’ jeho pouzitia?
e
ULOHY
4.1 Danych je 7 Cisel:
20.0 19.7 206 185 21.2 20.8 20.7
a) vypocitajte priemer. Aka je neistota priemeru, ak cisla reprezentuju
merania jednej veli€¢iny s rozliSenim 0.8?
b) Odhadnite standardnu odchylku ak skutoéna stredna hodnota je 20.0.
AKa je neistota odhadu?
¢) Odhadnite standardnu odchylku ak nevieme skutoénu strednu hodnotu.
d) Najdite neistotu priemeru ak nevieme standardnu odchylku.

4. 2 Ak mate dve nezavislé merania rovnakej presnosti, jedno sin® , druhé cos
O . Najdite metédou maximalnej vierohodnosti odhad pre ©.

4. 3 Ukazte, ze ak doba zivota t v exponencialnom rozpade je najdena metédou
2

maximalnej vierohodnosti, rozptyl pre velké vzorky je 1 (7r) =%



Estimator - procedura ktoru ked aplikujeme na vzorku dat dava Ciselnu hodnotu pre
charakteristiku zdrojového rozdelenia Dobry estimator musi byt : - konzistentny , -
nevychyleny , - u€inny

predpokladajme, Ze veliCina ktoru meriame je a, jej estimator oznaCujeme strieSkou
nad prislusnu veli¢inu a.

Estimator je konzistentny ak smeruje k skutoCnej hodnote ak data idu do nekonec¢na
lima=a

N—>o0

Estimator je nevychyleny ak jeho oCakavana hodnota je rovna skuto¢nej hodnote
<&> =a

Estimator je u€inny, ak jeho rozptyl je maly

Pravdepodobnost ur€itého suboru dat {xi, Xz, Xs,....Xn} je sucin individualnych
pravdepodobnosti - tento sulin sa vola vierohodnost' L(x;, X2, Xs,...,XN;a) je
kombinovanou pravdepodobnostou alebo hustotou pravdepodobnosti ktora tento
urcity subor x; bude vytvarat z tejto hodnoty a

L (X1, X2, X3,....Xn;8) = P(X1;@)P(X2;2).....P(xn;8) = T1P(x;;a)
Ocakavana hodnota pre kazdu funkciu z {xj} sa najde integrovanim cez vSetky mozné
hodnoty vSetkych x;, vahovanim celkovou pravdepodobnostou, t.j vierohodnost'ou

(0 xp0y)) = [ £ e My 0y @),y

v obvyklom ozna&ovani (f(xy,.xy)) = IdeX
plati (a)=[aLax (a*)=[a’Lax
poziadavka konzistencie je ]Ivig;lo<fz—a> =0

hranica minimalneho rozptylu (MVB- minimum variance bound) pre nevychyleny
1 -1

————— aleboinak V(a)2————+
dinL d’InL
<( da j> <( da’® ]>

ak pre nejaky estimator - V (a) je rovné MVB potom je estimator a Ucinny, ak nie -
jeho ucinnost je MVB/V(a)

Princip maximalnej vierohodnosti (ML) je metdda pre odhad. Pre vzorku dat
{x1,...xn} estimator maximalnej vierohodnosti a je taka hodnota a pre ktoru je

vierohodnost  L(x,,x,,..... xN;a):HP(xl.,a) maximalna. UrCime taku hodnotu a ,

ktora robi pravdepodobnost ziskania aktualnych vysledkov {x1,...xn} takou velkou ako
je to mozné. V praxi je lahSie maximalizovat’ logaritmus L, ktory je sumou potom
logaritmov pravdepodobnosti

pre N >« je kazdy konzistentny estimator nevychyleny, takze aj vychylenost
konzistenych ML estimatorov zanika pri velkych N alebo asymptotickej limite. Tieto
estimatory su tiez efektivne.

estimator je V' (a) >

Jednoduché ohodnotenie neistoty - hranice 16 su tam, kde InL klesne o 1/2 oproti
maximu.



Metéda momentov je dalSia metdéda odhadu. Ak mame n neznamych parametrov
ai, ay, ... a, - rieSime sustavu n rovnic

<x’>:J.xP(x;&1,...&n)dx:; prer=1,..,n

normalizacna podmienka
[P(xia,..a,)dx =1

mdbze byt pokladana za rovnicu pre nulovy moment
Stratifikované vzorkovanie -ak vieme, Ze populacia je rozdelena do dvoch (alebo
viacerych ) typov u ktorych vieme proporcie a tieto typy maju rozdielne stredné
hodnoty- je vyhodné vzorkovat fixny pocCet z kazdého z tychto typov. To znizuje
rozptyl vo vzorke spésobeny moznym vyberom rézneho poctu z kazdého typu. Toto
funguje ak vieme proporcialne zastupenie typov a ak rozdiely medzi strednymi
hodnotami réznych typov su vyznamné.

5 METODA NAJMENSICH STVORCOV

UCEBNE CIELE

Cielom tejto kapitoly je blizSie oboznamit Studentov s najrozSirenejSou metddou
fitovania dat, naucit optimalne pouzivat tuto metédu pre rézne funkéné zavislosti,
vysvetlit x~ rozdelenie, popisat nelinearnu metédu najmensich Stvorcov, problémy pri
fitovani dat.

KrucovE SLOVA

metdda najmensich Stvorcov, fitovanie dat, linearny fit, X2 rozdelenie, nelinearna
metdda najmensSich Stvorcov

Metdda je pouzitelna - ak mame dve premenné x,y

- subor presne znamych x hodnét

- zodpovedajuci subor y hodnét meranych s presnostou o

- funkciu f(x; a) ktora predpoveda hodnoty y pre kazdé x,
chceme urcit parameter a
Princip metddy - da sa odvodit’ z principu maximalnej vierohodnosti - minimalizuje sa

suma y’
2/ Z{ f(xa)}

d;( 0
da

S T swal=0




5.1 JEDNODUCHA UMERNOST

Uvazujme funkciu v tvare y = m x

;{2 =Z{yi_f(x;a):|

O.

1

derivovanim podfa m dostaneme

dy’ ¥, —mx,
dm :Z(—in) o’

1

N . -2 T
ak su neistoty rovnaké - dostaneme — > (x,y, —mx’) , minimalizujeme
O,
1

Z(xiyi _’;\”Ciz) =0

Sl = |

Doxy =my x! , predelime N dostaneme m=

Ak vysledok napiSeme v tvare m= zi_zy[ ,mézeme ohodnotit’ presnost’
Nx
2 2
j 0'2 = U_
Nx?

5.2 LINEARNY FIT

V(;%):Z( .

Nx

Uvazujme funkciu v tvare y =mx+c * *
Aj nadalej predpokladame, ze neistoty su
rovnakeé. ' *
Minimalizujeme sumu * 4

> (3 —mx,—c)’
derivovanim podfa c a dostaneme *

D —2(y,—mx,—¢)=0 * * *
predelenim N dostaneme

y—-mx—-c=0
Derivovanim sumy podfa m

2. —2%,(y; =i, =) =0 Obr. 5.1 Obvykly problém pri
' fitovani dat

X

a potom
xy—mx>—éx =0

vyjadrenim ¢ a dosadenim dostaneme smernicu

xy—xy

2 =2

X" —Xx

mozZeme ju vyjadrit v pojmoch kovariancie a rozptylu

m =



V(x)
dosadenim dostaneme pre ¢
= _—
XL TY
2 =2
X —X
alebo vo vyhodnejSom tvare
c=y-—mx
rozptyl odhadu m dostaneme -vyjadrime si m v tvare
- X, —X
DI Y e —
z- N(x2 —)72)

z pravidiel kombinacie neistdt vyplyva (V(f) ~ (dfidy)*V(y))

z toho V(m)=

Podobne dostaneme rozptyl pre ¢

2
Vi(c)= z X xyl azz—ix_

pre kovarianciu plati cov(m,c) =—

spatnym dosadenim dostaneme pre 2
V
7 =Nt

Veli¢ina V' (y) :?—;2 popisuje rozmazanie y hodnoét celého suboru dat, zatial ¢o o
popisuje rozmazanie jednotlivej hodnoty y okolo jej skutoCnej hodnoty

5.3 VAHOVANY LINEARNY FIT

Ak o; nie su rovnaké pre vSetky data minimalizuje sa suma

vztahy pre m a c su také isté ako predtym, len normalizacia nie je po¢tom bodov N,
ale celkovou vahou »'1/c?
Z% /o

YT

nahradime




vo vztahoch pre rozptyl nahradime o*
2 2
_2_ Zj:o-i /O-i _ N
Z]/O-iz Z:I/Giz

o =

Extrapolacia (interpolacia) hodnét - mame X, predpovedané Y je mx+c , neistota je

dana V(Y)=V(c)+ XV (m)+2X cov(m,c) - dolezity je posledny c¢len
Nepresnost extrapolacie je

o’ (X - )7)2

VY)=——F— 0-—2
e N(xz—fz)JrN

5.4 SYSTEMATICKE NEISTOTY A LINEARNY FIT

Uvazujme pripad, ked vSetky hodnoty y maju nahodnu neistotu c a systematicku S.
su vyjadrené uvedenymi vztahmi, Uplny vztah pre neistotu je

V()= 3 (5, %) x, ~¥)cou(y, )
N2 (xz _)—Cz) T

COV()’”){,) = 51:]-0-2 +S2, takze

V(m) z%{Z(xi -%) o +Z;(xi -x)(x, —)?)SZ}

ik

Prva suma dava Standardné vyjadrenie

2
(o}

systematickej neistoty pre y hodnoty nema na smernicu vplyv
pre konstantu dostaneme
V(c) =%ZZ(?—E}@)(?—E}C}.)Cov(yi,yj)

Nz(xz —)72) ]

S%/stematické neistota prispieva na posun dodatoc¢nym ¢lenom, ktory je rovny prave
S

V(m) = (uz uvedené), druhé vypadnu pretoze %in =x , takZe pridanie

5.5 FITOVANIE BINOVANYCH DAT

predpokladajme N eventov, funkciu pravdepodobnosti P(x;a), data v binoch 1,..,Ng ,
Cislo binu j - centrované na bod x; Sirka binu W, bin obsahuje n;eventov

idealny pocCet eventov oCakavany v bine jje fi= NWP(x;a).

Aktualny pocet bude popisany Poissonovou Statistikou, takZze Stvorec chyby je rovny
priemeru a celkovy y? sumovany cez véetky biny bude

2 (nj—fj)z
re2y
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Obr.5.2 Fitovanie histogramu

realne - aproximacia

je lahsie ohodnotit numericky - aproximacia plati, len ked n;a f; su velké a nie prilis
rozdielne - nezabudnut zahrnat’ Sirku binu W ked' pracujeme mimo f; .

5.6 7* ROZDELENIE

Xz je definované ako Stvorec rozdielov medzi pozorovanymi hodnotami a teoretickou
predpovedou, vahované chybami merania

2
N aktual ideal
x § f (x)] =§[ IR ¢ J

1 \ ocakavana chyba

Ak funkcia sthlasi s aktualnou hodnotou - %% je malé , velka hodnota nie dobra,
taktiez priliS mala hodnota nie dobra, méze znamenat, Ze chyby boli nadhodnotené
Rozdelenie pravdepodobnosti pre X2

-n/2

P(y*n) = n /2);(

11—26—12/2



P(x*;n)
0.40

0.20

Obr. 5.3 Niektoré y° rozdelenia

I'(x) Standardna gama funkcia

r)=1 TW2)=vzr Tn+l)=nl(n)
I'(x)= Te"t*‘l In" tdt

pre n=0,12,... TI'(n+1)=n!
pre n=1/2,3/2,5/2,... T(n+1)=n(n-1)(n-2)...(3/2r)

n je pocCet stupniov volnosti = N - poCet premennych, ktoré treba nastavit pre
minimalizaciu .

+? rozdelenie ma strednu hodnotu n a rozptyl 2n

¥* na stupefi volnosti by malo byt okolo jednotky - z centralnej limitnej vety - 2
rozdelenie pre velké n ide ku Gaussu (n musi byt extrémne velké). LepSie pouzit
W— rozdelenie je rozumnejSou aproximacoiu gaussu so strednou hodnotou

\J2n-1 a jednotkovym rozptylom pre hodnoty n vacsie ako ~ 30

napr: vhodnost fitu a y2. Mame frekvenéné rozdelenie, ktoré obsahuje velky pik
zahrfiujuci 45 binov. Fitovanie Gaussom dava y? =73. Su tu 3 parametre (stredna

hodnota, Sirka, a normalizacia na Gauss), pocet stupriov volnosti je 42. \/2n—-1 dava
9.1, J2x%je 12.1 &o je o 3 jednotky vacsie, ¢o je tiez 3c. Z toho je vidiet, Ze pik nie

je dobre popisany gaussianom.

MbzZe to byt pouzité aj opacne. Predpokladajme subor merani s rovnakou
presnostou, ale neznamou. Stvorec odchylok na stupen volnosti dava o?, z &oho
mdZeme ohodnotit chybu merania nemdZme viak uz pouzit x? ako test fitu



5.7 CHYBYUXAJY

Predpokladajme, Ze aj x aj y su zatazené chybou merania, pre jednoduchost
rovnakymi s hodnotou o a fitujeme priamkou

Obr. 54 B je bod merania. Plna
Ciara zodpoveda y=f(x;a), ¢o je v
tomto pripade priamka

pouzime metdédu maximalnej vierohodnosti, merany bod B na obr. mdzZe pochadzat' z
lubovolného bodu A idealnej priamky. Hustota pravdepodobnosti
pre takyto pripad je P(4 - B)=—— Lot i) 2

2
o

2/ 2 L. 1 202 _g2)0 2
261/20' atiez Zeu/Zo'eh/ZO'

Co je prave
o 2o

Aby sme urc€ili celkovu pravdepodobnost, Ze B pochadza z A, musime integrovat
P(A->B) cez vdetky u. Integral exp(-u”/20” dava kondtantu o2z , takZe
pravdepodobnost pozorovania bodu v B je Umerna exp(-h%2¢6”. h je kolma
vzdialenost z bodu ku priamke, t.j. z nameraného bodu B do bodu C, ¢o je bod na
priamke s najvacsou pravdepodobnostou, Ze z neho pochadza bod B.

Vytvorime ¥ pre minimalizaciu sumy $tvorcov vzdialenosti kazdého meraného bodu
k bodu na priamke z ktorého najpravdepodobnejSie pochadza. To, Zze moéze
pochadzat z iného bodu nemusime uvazovat. Ak chyby nie su rovnaké nahradime
y'=yloya X =x/oy

pre y = mx + ¢ a rovnake chyby

B = Y, —mx,—c

N

2
mx, — . ) , — A a
potom oy (7~ . ) derivovanim podla ¢ dostaneme y = mix + ¢

kde A= V()’)_V(x)
2cov(x, y)

dve rieSenia pre smernicu su vzajomne kolmeé, jedno dava najlepsSiu priamku a druhé
najhorsiu. Znamienko plus je pre kladnu kovarianciu minus pre zapornu

derivovanim podla m dostaneme vysledok m=A+~+A%+1



Ak chyby nie su rovnaké

o - 20,0, cov(x,y)

X

Ak su chyby rézne pre kazdy bod - niet analytického rieSenia - rieSenie je mozné
najst’ len numericky

5.8 NELINEARNA METODA NAJMENSICH STVORCOV

Ak funkcia f(x;a) nie je linearna pre a, - vo v8eobecnosti sa musi pouZzit' iterativna
technika. Urobi sa prvy odhad a°, potom gradienty su (pre nezavislé merania)
or’ 0 2 0 af(xi;ao)
A — a — N L— .;a ~ 7
| g, () Z -2 ERVACE DI

r la= r

2
chceme najst prirastok da takze g (a°+0Ja)= ax =0 prevsetky r

r la=a+da

Rozvinieme do Taylorovho radu, pri€¢om zachovame len ¢leny nulového a prvého

2, 2
radu g,(a°+5a)zgr(a°)+2%‘5as =g,(a°)+zaa g Ja,
s as s a, as

ked pre zjednodu$enie zapiseme f(x;a% ako f; a

B 82;(2 B _i ) ﬁ % ) azf,-
Cn = da,da, _Z[ Gizjlz [Ga,J[GasJ+(yi ﬁ)(éaﬁas H

5a najdeme z maticovej rovnice 0a=-G'g

rieSenie je mozné najst’ iteraciou.

V iteraCnom rieSeni - dobry prvy odhad reprezentuje 90% procesu. Vytvorime matice
a invertujeme. Ked g, sa stane dostato¢ne malé, iteraciu zastavime a vysledné a je
rieSenim - vyuzitie softwarovych balikov

ULOHY

5. 1 Vozik sa pohybuje po drahe konstantnou rychlost'ou, ktoru potrebujeme
merat’. Prechadza cez bod d = 0 presne v ¢ase t = 0.V rovnakych ¢asovych
intervaloch, uréenych stroboskopom, fotografujeme vozik a tak moézeme
zmerat’ jeho polohu s presnost'ou 2mm. Vysledky su:

Cas [s: 1.0 20 3.0 40 50 6.0

Vzdialenost’ [mm]: 11 19 33 40 49 61

Najdite rychlost’, neistotu takéhoto uréenia a xz.

5. 2 Uréujeme zrychlenie spésobené gravitaciou vypinanim elektromagnetu
drziaceho ocelovu gulicku a meranim €asu padu na fixna vzdialenost d ,
vzdialenost’ je merana presne, ¢as s presnostou 0.01 s.



Cas [s]: 0.16 0.40 0.58 0.72 0.97

Vzdialenost’' [mm]: 0.20 1.00 2.00 3.00 5.00

Vypocitajte gravitacné zrychlenie so zodpovedajucou neistotou

a) ak éasy su také ako v tabulke, b) pole v elektromagmete spésobuje
konstantné oneskorenie pri vypust'ani ocelovej gulicky. Okomentujte rozdiely
a y? oboch fitov.

5. 3 Ak vieme, ze y = ax + bsinx najdite metédou najmensich stvorcov odhad
prea ab

x (radian) : 0.2 0.3 0.4 0.5 0.7 0.7

y :0.599 0.896 1.189 1.479 1.756 2.044

5. 4 Rozpadajuci sa radioaktivny zdroj je merany pomocou GM pocitaca. Data
su merané kratky ¢€as (1min.) v hodinovych intervaloch. Uréite polcas
premeny.

Cas [hodiny] : 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Pocetimp. : 997 520 265 127 70 35 16 7 3

KONTROLNE OTAZKY

48. V ¢om spociva princip metédy najmensich Stvorcov?

49. Ako mézeme vyjadrit' odhad parametrov linearneho fitu metédou najmensich Stvorcov za
predpokladu, ze neistoty experimentalnych dat su rovnaké?

50. Ako vyjadrime rozptyl tychto parametrov?
51. Ako sa prejavi vplyv vahovania experimentalnych dat neistotami vo fite?
52. Ako prispieva k rozptylu parametrov systematicka neistota?

53. Aké su zakladné charakteristiky y° rozdelenia?

Metéda najmenSich Stvorcov je pouzitelna napr.: - ak mame dve premenné Xy, -
subor presne znamych x hodnét, - zodpovedajuci subor y hodnét meranych s
presnostou o, - funkciu f(x; a) ktora predpoveda hodnoty y pre kazdé x, parameter a
chceme urcit.

Princip metddy - da sa odvodit’ z principu maximalnej vierohodnosti - minimalizuje sa

suma y’
r :ﬁ[yi —f(x:a)T

i=1 O-l'



da
1 df(x;a)
— | V. — x,a =0
Zj‘,qz o EAGTD)
S WXy . xP-Fxy
Linearny fity = mx + ¢, rovnaké neistoty: " ==~ ~, ¢=—=
X" —Xx X" =X
2 2.2
rozptyl vy =—2S —  y@=—IZ=>r
N(xz—fz) N(xz—fz)
pre kovarianciu plati cov(i, &) = ———> o’
N(xz—fz)
vy . , 2 2 V(y) 2
spatnym dosadenim dostaneme pre y X' =N—5>1-p;)
(@2

Vahovany linearny fit - ak o; nie su rovnakeé pre vSetky data minimalizuje sa suma

ZM , Vo vztahoch pre m a ¢ nahradime 2 - 2.2/

i O-iz N 217/ O-iz
__ oot

vo vztahoch pre rozptyl nahradime ¢’ o’ = = N 5
Z:I/Gi Z:I?/O_i

i

Systematické neistoty - Ked hodnoty y maju nahodnu neistotu ¢ a systematicku S.

V (m) =_;Z(xi —)?)2 o’ +Z;(x2 —)?)(xj —)?)Sz

() S

pridanie systematickej neistoty pre y hodnoty nema na smernicu (m) vplyv, pre
konstantny €len (c) , systematicka neistota prispieva na posun dodatoénym &lenom,
ktory je rovny prave S

-n/2 ,
x? rozdelenie - Rozdelenie pravdepodobnosti pre y>  P(y°:n) :T/Z)g”‘ze"‘ /2
n

I'(x) je Standardna gama funkcia TI'(1)=1 r1/2)= Jr I'(n+1) =nl(n)
T(x) = [t In" tdt

0
pre n=012,... T'(n+1)=n!

pre n :]/2,3/2,5/2,... I'(n+l) = n(n—l)(n—Z)....(S/Z\/;)

n je pocCet stupriov volnosti = N - poCet premennych, ktoré treba nastavit pre
minimalizaciu 2.
% rozdelenie ma strednt hodnotu n a rozptyl 2n



v* na stuperl volnosti by malo byt okolo jednotky - z centralnej limitnej vety - y?
rozdelenie pre velké n ide ku Gaussu (n musi byt extrémne velké). LepSie pouzit

\J2y% - rozdelenie je rozumnejSou aproximacoiu gaussu so strednou hodnotou

\2n-1 a jednotkovym rozptylom pre hodnoty n vacsie ako ~ 30
Ak x aj y su zat'azené chybou merania, pre jednoduchost rovnakymi s hodnotou ¢
a fitujeme priamkou
pre y = mx + ¢ a rovnake chyby

=+ 1 kde 4=VO)V)

2cov(x, y)

dve rieSenia pre smernicu su vzajomne kolmé, jedno dava najlepSiu priamku a druhé
najhorSiu. Znamienko plus je pre kladnu kovarianciu minus pre zapornu
Ak chyby nie su rovnaké

o 20,0, cov(x,y)

pY

Ak su chyby rézne pre kazdy bod - niet analytického rieSenia - len numericky
Nelinearna metéda najmensich stvorcov

vo vSeobecnosti sa musi pouzit iterativna technika. Urobi sa prvy odhad a°, potom
gradienty su (pre nezavislé merania). V iteracnom rieSeni - dobry prvy odhad
reprezentuje 90% procesu. Vytvorime matice a invertujeme. Ked g, sa stane
dostatoCne malé, iteraciu zastavime a vysledné a je rieSenim - vyhodné je vyuZitie
softwarovych balikov.

6 PRAVDEPODOBNOST A SPOLAHLIVOST
(PROBABILITY AND CONFIDENCE)

UCEBNE CIELE

Ciefom tejto kapitoly je oboznamit Studentov s pojmom pravdepodobnosti, s réznymi
definiciami pravdepodobnosti, €o je to matematicka, empiricka, objektivna,
subjektivna pravdepodobnost’ (tiez znama ako Bayesova Statistika), ¢o vyjadruju
intervaly spolahlivosti (binomicky, poissonovsky, gaussovsky), ako je mozné vyuzit
Studentove t rozdelenie.

KrUucovE SLOVA

Matematicka, empirickda, objektivha pravdepodobnost, Bayesova Statistika, uroven
spolahlivosti, intervaly spolahlivosti, Studentove t rozdelenie.



6.1 PRAVDEPODOBNOST

Mbzeme sa stretnat so 4 definiciami pravdepodobnosti - matematicka, empiricka,
objektivna, subjektivna

6.1.1 Matematicka pravdepodobnost’

Nech S = {E4, E,...} je subor moznych vysledkov experimentu (eventy). Eventy su
vzajomne sa vyluCujuce. Pre kazdy event E je pravdepodobnost P(E) realnym
Cislom, vyhovujuce axiomam pravdepodobnosti:

. P(E)> 0

Il. P(E4 alebo Ez) = P(E4) + P(E2) pre vzajomne sa vylu€ujuce javy

lll. £ P(Ej) =1 kde sa sumuje cez vSetky vzajomne sa vylu€ujuce eventy

Tento pristup formuloval A.N. Kolmogorov, uvadzané axiomy su zjednodusenym
vyjadrenim jeho pristupu. Napr. z axiomu Il vyplyva - P(nie E) = 1 - P(E) a teda P(E)
<1

6.1.2 Empiricka pravdepodobnost’

Je to “ortodoxna” definicia - experiment je realizovany N krat a a isty vystup A je
pozorovany v M pripadoch. Ked N ide do nekone¢na, pomer M/N smeruje k limite,
ktora je definovana ako pravdepodobnost P(A) javu A. N opakovani méze byt
realizovanych opakovanim jedného experimentu N krat, alebo suasnou realizaciou
N rovnakych experimentov.
problémy - pravdepodobnost eventu nie je vlastnostou Ciastkového urcitého eventu,
ale vlastnostou experimentu a celého suboru.

- experiment musi byt opakovatelny v rovnakych podmienkach, s réznymi
moznymi vystupmi

6.1.3 3. Objektivna - sklon

Pravdepodobnost sa chape ako objektivna veli€¢ina s vlastnymi pravidlami (pristup
znovu vskrieseny v druhej polovici minulého storoCia - sir Karl Popper. Jeho
argument bol Ze, podla kvantovej mechaniky, veda predpoveda pravdepodobnosti
nie istoty. Ak pravdepodobnost’ nie je objektivna realita, pretoze jej hodnota zavisi na
subore, vybranom na zaklade lubovéle poctara, potom ani Castice, ktoré popisuje,
nemaju ‘realne” vlastnosti, spravanie alebo existenciu. Popper preto navrhuje
objektivnu pravdepodobnost, ktora existuje so svojimi vlastnymi zakonmi - i ked jej
jediny pozorovatelny efekt je normalna frekvencne limitovana pravdepodobnost'.)
objektivna pravdepodobnost vyzera rozumna vo vhodnych pripadoch (ked sa
uvazuju presne rovnaké pravdepodobnosti) - perfektna minca musi mat 50%
pravdepodobnost, Ze padne Cdislo alebo znak, symetricka kocka ma rovnaké
pravdepodobnosti pre kazdu stranu (= 1/6). Ak sa zaoberame spojitymi premennymi
vznikaju problémy - takyto pristup zlyhava.



6.1.4 Subjektivna pravdepodobnost’ (Bayesova Statistika)

Subjektivny pristup k pravdepodobnosti je tiez znamy ako Bayesova Statistika - aby
sme o0 nej mohli diskutovat potrebujeme Bayesov teorém - pre jeho objasnenie je
potrebna definicia podmienenej pravdepodobnosti - p(alb) ak b je pravda potom a -
pravdepodobnost’ javu a ak nastal jav b.
Napr.ak vyberame den v tyzdni nahodne, potom pravdepodobnost, Ze to bude
utorok je p(utorok)=1/7. Ak vieme, Ze je to pracovny den (den pracovného tyzdna),
dostaneme p(utorok|pracovny den)=1/5.
Bayesov teorém (rev. Thomas Bayes 1763)
p(alb)p(b) = p(a a suCasne b) = p(bla)p(a) z toho

p(a|b) _ p(b| a) p(a)

p(b)

Casto je uzito¢né pisat p(b) ako pravdepodobnost, Ze nastane b bez ohladu &i je a
pravdivé alebo nie (¢ oznacuje "nie a")
p(b) = p(bla) p(a) + p(bla) [1 - p(a)]
napr. Cerenkovov pocita¢
Mame zvazok mezdnov pozostavajuci z 90% pidnov a 10% kadnov ktory dopada do
Cerenkovovho poéitada. V principe dava poéita& signal len pre piény ale nie pre
kaony, takymto spdsobom sa identifikuje kazdy jednotlivy mezon. Detektor ma 95 %
ucinnost ak dava signal od pionu a tiez je 6% pravdepodobnost, Ze da nahodny
signal od kaonu. Ak mezon dava signal, mézeme pouzit Bayesov teorém pre
pravdepodobnost, Ze signal je od piénu

p(signal | )
p(signal| ) p(r)+ p(signal| K)p(K)
0.95

~ 0.95x0.90+0.06x0.10
pravdepodobnost, Zze signal vyvolal kadn je komplementarna
p(K|signal) = 0.7 %

pla|signal) = p(z)=

%x0.90=99.3%

ak nemame signal, potom
p(signdl|7z)
p(signdl| ) p(r)+ p(signdl| K)p(K)
0.94

0.05x0.90+0.94x0.10
Pritomnost’ signalu indikuje s vysokou pravdepodobnostou pion, nepritomnost
signalu ukazuje na kaon, ale nie velmi isto.
Subjektivna pravdepodobnost, tiez znama ako Bayesova Statistika, posuva Bayesov
teorém dalej tym, Zze umoznuje ho aplikovat na tvrdenia oznaCované v frekvenénom
pristupe ako “nevedecké”. Pravdepodobnost tedrie (napr. Ze bude zajtra prsat, alebo
Ze parita sa nenarusa) je uvazovana ako "stupen viery" ktory mozno méze byt
merany podfa toho ¢€o nesuhlasiaca osoba je ochotna stavit. Nasledujuci
experimentalny dékaz potom modifikuje pociato¢ny stupen viery, zosilni ju alebo ju
zoslabi - podla toho €i vysledok suhlasi alebo nesuhlasi s predpovedou.
Matematicky to moézeme vyjadrit
p(vysledok| teoria)

p(K|éiadny signal) = p(r)=

x0.10 =67.6%

p(teo'ria| vysledok) = p(teoria)

p(vysledok)



Toto sa sprava dost citlivo. Ak je vysledok zakazany nejakou tedriou
(p(vysledok|tedria) = 0) potom pozorovanie vysledku vyvrati teoriu tj.
p(teorialvysledok) je nula. Ak vysledok je predpovedany tedriou s velmi malou
pravdepodobnostou, potom pozorovanie vysledku znizuje stupen dévery v teoriu a
naopak.

VsSetko je dobre, ak pocCiatoCny stupen dovery je akceptovany. V tom je ale problém.
Kazdy pokus zalozit pociatoCnu vieru (déveru) na hadani alebo instinkte je
nevedecky a nespolahlivy. Jedine spdsob uvedeny pre objektivhu pravdepodobnost
mdbze dat prijatelny pociato¢ny odhad stupna dovery , ale ten zas je nepouzitefny pre
spojité pripady. NajCastejSie je vyuzivany frekvencny pristup.

6.2 UROVEN SPOLI'AHLIVOSTI (CONFIDENCE LEVEL)

Urovert spolahlivosti, v slovenskej literatire tiez oznadovana ako hladina
vyznamnosti, alebo konfidenéna pravdepodobnost (Co je pojem pouzivany
v slovenskych normach), je sucCastou popisnej Statistiky, ako spdsob popisu
rozsSirenia rozdelenia, zvlast v chvostoch (krajnych €astiach) rozdelenia.

6.2.1 Uroveri spolahlivosti v popisnej $tatistike.

Vyznam urovne spofahlivosti nam dokumentuje nasledovny priklad. Predpokladajme,
Ze baliCky cereali boli plnené podla Gaussovho rozdelenia so strednou hodnotou 520
g a Standardnou odchylkou 10g. Ked pozrieme na integrovany Gauss (obr.6.1) - 68%
balikov bude vazit' viac nez 510g a menej nez 530g. Ak povieme, Ze vaha balikov
lezi v intervale 510 - 530 g, bude to spravne v 68 % pripadov. Vyslovili sme tvrdenie
so 68% spolahlivostou. Pravdepodobnost je definovana na zaklade frekvenéného
pristupu ak pocet balickov je velky

Obr.6.1 90% centralny interval spofahlivosti
pre Gaussove rozdelenie

Bezné hodnoty spolahlivosti - 68% (alebo 1c), 95.4 % (20), 90% (1.645), 95%
(1.960) a 99 % (2.58c) (nasobok Standardnej odchylky sa v slovenskej norme
oznacuje ako koeficient pokrytia)



Poziadavka vysokej spolahlivosti vedie k Sirokému intervalu - v praxi je bezna uroven
90, 95%, u perfekcionistov 99%.

Pre negaussovské rozdelenia - vztah medzi urovriou spolahlivosti a ¢ neplati.

Su 3 konvenéné cesty vyberu limitov intervalov okolo centra. Ak oznacime limity x_a
X+ , pre danu uroven spofahlivosti mame:

Pravdep(x_ <x<x,)= '[ P(x)dx=C

X.

Dodatocné poziadavky su:x, —pu=u—x_

1. symetricky interval

2. najkratSi interval, limity su take, ze interval je taky kratky ako je to mozné, x, —x
je minimalne

3. centralnost intervalu - pravdepodobnost nad a pod intervalom su rovnaké

tj. j P(x)dx = T P(x)dx = (1-C)/2

Pre symetrické rozdelenia tieto poziadavky nie su problém
Pre jednostranné limity existuje horny a dolny limit

Pravdep(x <x,) = J. P(x)dx=C a podobne Pravdep(x > x_) = I P(x)dx=C

Treba si uvedomit' rozdiely medzi jednostrannym limitom a centrélnyh - 95% interval
spolahlivosti a 95% horny limit nie je to isté (prvy ma 97.5% pravdepodobnost, ze
obsah je pod, 2.5% Ze je nad, druhy 95% pod a 5% nad)

6.2.2 Intervaly spolahlivosti v odhadoch

Predpokladajme, Zze chceme vediet hodnotu parametra X a budeme ho ohodnotit' zo
suboru dat davajucich vysledok x. Vieme presnost nasho merania a teda V(x) a
Standardnu odchylku. Problém je zahrnut tieto znalosti do vyjadrenia intervalu
spolahlivosti.
Priklad - nemozna pravdepodobnost’ - Prazdna nadoba vazi 25.30 + 0.14 g.
Nadoba s praskom vazi 25.50 + 0.14 g. Od¢itanim a kombinaciou neistét dostaneme
vahu prasku 0.20+ 0.20 g. Naivné
kil tvrdenie hovori, Ze je 32% $anca, Ze
X . : , )
P X, vaha bude viac ako 1c od priemeru - t.j.
/ 1”5 po rozdeleni je 16% Sanca, Zze vaha bude
A [t e i il zaporna — ¢o je absurdné tvrdenie.

Ako rozrieSit problém? Vychadzajme z
frekvenCnej definicie pravdepodobnosti.
Pre danu hodnotu X je pravdepodobnost
ziskat hodnotu x dana z funkcie
rozdelenia hustoty pravdepodobnosti
P(x;X) - pre konventné meranie
x rozliSenia o je to Gauss pre x so

strednou hodnotou X a Standardnou

Obr. 6. 2 Diagram spolahlivosti odchylkou o. Centralny interval




spolahlivosti 90% - pre urcitu hodnotu realneho X hodnota merania x bude lezat’ (s
90% pravdepodobnostou) v oblasti od x_do x, (obr.6.1). Pre iné X to budu iné limity.

Tak hodnoty x a x, mbzeme uvazovat ako funkcie X (obr. 6.2). Oblast medzi

krivkami sa nazyva pas spofahlivosti (confidence belt). Podstata tychto grafov je, Ze
su konStruované horizontalne - pouZijeme funkciu rozdelenia pravdepodobnosti
P(x;X) a Citame vertikalne - ked mame meranie.

Urobme aktualne meranie x - potom x. krivka dava hodnotu X pre ktoru x je
prislusné krivke x . Takto je vytvoreny horny limit X, - neznamena to v3ak, ze X ma
5% pravdepodobnost presiahnutia X, - znamena to, Ze ak realna hodnota X je X,

alebo vacsia, potom pravdepodobnost, Ze budeme mat meranie mensie nez tato
hodnota je 5% alebo menej. Podobne - hodnota X pre ktord nasa hodnota x je x. je
dolny limit X_. Tak sme stanovili 90% interval spolahlivosti pre skuto¢nu hodnotu X
ako rozpatie od X po X,. Ked sme X a X, vytvorili takouto cestou - mdézeme
povedat, ze skutocna hodnota X lezi v intervale X < X <X, s 90%
pravdepodobnostou. To vyzera ako tvrdenie o X ale s skutoCnosti sa to tyka X_ a
X

+"

6.2.3 Urovne spolahlivosti z Gaussovho rozdelenia

Pre Gaussove rozdelenie takato konverzia z horizontalneho na vertikalne je velmi
jednoducha. Mame meranie x s priemerom X a vieme ¢ — potom 90% interval
spolahlivosti pre X poZaduje hodnoty X_a X, také, ze

T 1 exX/ZO'dr 0.05 = I )LX/ZO'd!
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Obr.6.3 Diagram spolahlivosti pre Gaussove
rozdelenie



(obr.6. 3). Vztah pre X _pozaduje, aby x lezalo nejaky pocet Standardnych odchyliek
nad X_. To je to isté, ako povedat, ze X_ musi lezat' nejaky pocCet ¢ pod meranym x

¢o mbzeme pisat' v tvare
X

J; 12 e g _ 005, takze interval spolahlivosti pre Gaussovské
s o\2r

estimatory mbzeme najst pomocou obvyklych tabuliek Gaussovych integralov.
Krivky na obr. 6.2 sa stavaju priamkami (obr.6.3) s jednotkovym gradientom,
x, = X tno ked konStruujeme horizontalne, X, =x+no ked Citame vertikalne, kde n
(koeficient pokrytia) je 1 pre 68% spolahlivost, 1.64 pre 90% spolahlivost, ako to

uvadzaju tabulky integrovanych gaussianov. Interval spolahlivosti pre X ziskané z
merania X je x*no

6.2.4 Binomicky interval spolahlivosti

Pre binomické rozdelenie pozorovana premenna (r) je diskrétna, zatial ¢o "skuto¢na"
hodnota (R) je spojita. Pre diskrétne premenné integraly prechadzaju na sumy -
hodnota rlezi v rozsahuodr_ por.

Ked chceme vytvorit napr. 95% centralny interval spolahlivosti pre dané R, pre istotu

treba r. vybrat’ tak, ze ZO P(r;R)>0.975 a podobne pre r_ . To znamena, Ze nase

konecné zavery budu pravdivé najmenej na urovni 95% a mozno viac.

Dve krivky na diagrame spofahlivosti budu mat" schodovity charakter pretoze
horizontalna suradnica je diskrétna. Limity spolahlivosti sa mézu vytvorit z pasu ako
predtym, s tym, Ze integraly nahradia sumy. Teda ak je najdenych m uspechov v n
binomickych pokusoch, limity pre individualnu pravdepodobnost p su dané urCenim
p_ a p+ nasledovne ( pouzitim 95% centralneho intervalu ako v priklade)

n

m-1
> P(r;p,,n)=0.975 > P(r; p_,n)=0.975
r=0

r=m+1

Tieto limity si zname ako Clopper-Pearsonove limity spolahlivosti.

Priklad - binomicky interval spolahlivosti.
- Vo vzorke je 20 prskaviek, 4 su zvlhnuté. Aky je 95% limit spolahlivosti na zastupenie
zvlhnutych prskaviek?

Riesenie

3
dolny limit je dany ZP(r; p_,20)=0.975
r=0
Pokusy a chyby ukazuju, Ze pre p = 0.057, pravdepodobnosti od 0 do 3 uspechov su 0.307, 0.373,
0.216 a 0.079 ¢o dava sumu 0.975.

20
Horny limit je dany ZP(r;p+,20):O.975 s &im je vyhodnejSie pracovat ako doplnkovou
=9

4
pravdepodobnostou ZP(I"; p.,20)=0.025

r=0
Pre p = 0.437 pravdepodobnosti od 0 do 4 Uspechov su 0.00001, 0.0002, 0,001 a 0.005 a 0.018, ¢o
dava sumu 0.025. Takze hladané limity s 95% spolahlivostou su 0.057 a 0.437



6.2.5 Poissonovske intervaly spolahlivosti

Ak je n eventov pozorovanych z Poissonovského procesu s neznamou strednou
hodnotou N, 90% horny limit (napr.) je hodnota N+ dana nasledovne

> P(r;N,)=0.90 alebo ekvivalentne > P(r;N,)=0.10
r=0

r=n+l
To znamena - ak skuto¢na hodnota N je naozaj N. , pravdepodobnost ziskania
vysledku hodnoty n ktora je mensia ako toto je len 10% a pre N vacsie nez N. je to
eSte mensSie. Tak méZzeme povedat, Ze sme na “90% spoflahlivi’, Ze N nie je vacsie
ako N. a priemerujuc cez mnohé také tvrdenia - budeme mat pravdu v 9 pripadoch z
10.

n—1
Rovnako pre dolny limit > P(r;N_) =0.90

r=0
Tieto rovnice pre N_ a N. ktoré su realne Cisla, nie integer) sa mézu riesit’ iteraciami.
Niektoré su v nasledujucej tabufke.
Pre viac premennych sa zavadza pojem oblasti spolahlivosti v parametrickom
priestore

NIEKTORE POISSONOVSKE LIMITY

Horné Dolné

902 95% 999 90% 95% 999

n=0 2.30 3.00 4.61 — — —
1 3.89 4.74 6.64 0.11 0.05 0.01
2 5.32 6.30 8.41 0.53 0.36 0.15
3 6.68 1.75 10.05 1.10 0.82 0.44
4 7.99 9.15 11.60 1.74 1.37 0.82
5 9.27 10.51 13.11 243 1.97 1.28
6 10.53 11.84 14.57 3.15 2.61 1.79
7 11.77 13.15 16.00 3.89 3.29 233
8 12.99 14.43 17.40 4.66 398 291
9 14.21 15.71 18.78 5.43 4.70 3.51
10 15.41 16.96 20.14 6.22 5.43 4.13

6.2.6 Studentove t rozdelenie

Ked robime merania so znamym rozliSenim - napr. vazenie gulky (13.5g) vahami so
znamou presnostou (napr. 0.1g) ziskame vysledok 13.5+ 0.1 g ktory sa interpretuje
ako gaussovsky interval spolahlivosti.

Ak rozlisenie nevieme - musime urobit viacero merani a pozerat na rozmazanie
hodnét. Jedno meranie da odhad, ale ni€¢ nehovori o presnosti, ¢ nie je zname a
priori, ale méze byt odhadnuté zo suboru viacerych hodnét - nedostaneme skuto¢nu
hodnotu &, ale len jej odhad . Ak p je zname, pouzijeme vztah



& =(x—p) (6.1)
ak je nezname
o=s5= N (x—,u)2 (6. 2)

N-1
Druhy pripad je obvyklejsi, ale nie je univerzalny
Namiesto premennej (x - p)/o, ktora je rozdelena podla jednotkového Gaussa (t.j.
ma strednu hodnotu 0 a Standardnu odchylku jednotkovu), budeme pouzivat

¥

premennu ¢ =

N

O
t nema normalne rozdelenie s jednotkovym rozptylom, ako by to bolo ak =6 ,
rozdiel je v dodatoCnej neistote. V praxi, zvlast pre malé N, odhad o byva dost
nepresny. tje popisané Studentovym rozdelenim (zavedené - William Gosset, ktory
pisal pod pseudonymom "Student") t obsahuje len pozorovatelné veli¢iny x a o.n,
pocet stupfiov volnosti v %? rozdeleni je N pre (rov.(6.1)) alebo N -1 ak pouZijeme
(rov 6.2). Rozdelovacia funkcia pre t je
I'((n+1)/2) 1

f(t;n)= MF(n/Z) (1+(t2/n))(n+l)/2

Krivka vyzera ako Gassian, skuto¢ne pre velké n smeruje k jednotkovému Gaussu,
ale chvosty na bokoch su vacsie, najma pre malé n.

0.50

0.40

0.30

0.20

o
—
o
7_"]_‘T_'T"T'_“T“"‘¥_T"'l‘l LA LR L B S B

f \ T
'
\
- \
RN
NN
3

Obr. 6.4 Studentove t rozdelenie pre n= 1, 2, 3, 5 a10
v porovnani s jednotkovym Gaussom (prerusovana krivka)



Rozdiel medzi Studentovym ¢ rozdelenim a normalnym rozdelenim sa stava
vyznamnym pre malé n a velké odchylky od centra. Pouzitie v praxi je
komplikovanejsie ako u Gaussa kvoli parametru n.

KRITICKE HODNOTY t

pre rozne hodnoty trovne spol’ahlivosti a n

Spol’ahlivost’

(obojstranna) 607, 80% 90%, 95% 98% 99%

(jednostranna)  80% 907, 95% 97.5% 99% 99.5%
n=1 1.376 3.078 6.314 12.706 31.820 63.651
2 1.061 1.886 2920 4.303 6.965 9.925
3 0.978 1.638 2.353 3182 4.54) 5.841
4 0.941 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
5 0.920 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
6 0.906 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 0.896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 0.889 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 0.883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
11 0.876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 0.873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
13 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2977
15 0.866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
16 0.865 1.337 J1.746 2.120 2.583 2.921
17 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
18 0.682 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 0.861 1.328 ; 1.729 2.093 2.539 2.861
20 0.860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
21 0.859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
22 0.858 1.321 1.717 2074 2.508 2.819
23 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
24 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797
oc 0.842 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576

Vyznam pouzitia Studentovho t smeruje k problémom suborov s nejakym priemerom
x a vzorkovym rozptylom s ked sa zaujimame o to, ¢o vieme o skutoCnej strednej

hodnote p. To zahffia pouzitie dodatoéného faktora +/n, Go sa ukazuje vhodnejsie
nez len chybu o merani. V takom pripade ()?—,u)/(alx/;) je jednotkovy Gauss,
takZze zodpovedajuce t bude

_(’?_”)/(G/\/;)_ X—u
&/o Gin

Ohodnotime a vyuzijeme tabulky.




Priklad

Styri hodnoty {3.9, 4.5, 5.5, 6.1} su vybraté zo suboru, ktorého stredna hodnota je znama a je
4.9. Je ziskana d'alSia hodnota 7.3 - Je pravdepodobné,ze patri do suboru?

RieSenie
o vypoditame ako 0.86. Odchylka bodu pri 7.3 je 2.80, takZe t je 2.8. Z tabulky pre n = 4

pravdepodobnost takej odchylky je 95%. To je pravdepodobne akceptovatelné, je tu vyznamnost
rozdielu dvoch Standardnych odchylok - s takou spolahlivostou musime uvazovat.

Priklad: Intervaly spolahlivosti pomocou Studentovho
rozdelenia.

Test 25 profesorov ukazuje priemerné IQ 128 s odchylkou s = 15. Aky su 95% limity
spolahlivosti na skuto€nu hodnotu priemerného 1Q vsSetkych profesorov?

RieSenie
Predpokladajme, ze tychto 25 je spravne vybrana nahodna vzorka, odhadnuta chyba priemeru
je15/\/25 . Ak je to Gauss, pouZijeme + 1.96 ¢ a dostaneme limity od 122.1 do 133.9. Namiesto toho

pouzijeme Studentovo t: kritické t pre 24 stupriov volnosti je 2.06 (miesto 1.96 u Gaussa). Takze limity
spolahlivosti si 121.8 a 134.2 - trochu SirSie ako u Gaussa.

ULOHY

6. 1 Ukazte, ze ak 8 pokusov vytvori 4 uspechy a 4 neuspechy, 90% interval
spolahlivosti pre vlastnu jednotliva pravdepodobnost’ p je od 19 do 81%.
Porovnajte tieto vysledky s odhadom z Gaussovskej aproximacie.

6. 2 Pri studiu rozpadu proténov (zriedkavy proces) bolo pozorovanych 7
pripadov za 1 rok vo vzorke 1000000 kg vodika. Uréte 95% uroven
spolahlivosti pre pocet rozpadov a tak pre poléas premeny proténu za
predpokladu, ze neuvazujeme pozadie.

6. 3 Rieste problém uvedeny v 2. ale za predpokladu, ze o¢akavané pozadie z
nahodnych procesov je 3 eventy za rok.

6. 4 Obvykly obsah kovu v rude je 5.6%. Vzorky rudy z moznych banskych

oblasti ukazuju obsah kovu 6, 7, 9 a 8%. Priemerny obsah je lepSi ako obvykly,
ale je to vyznamné?

KONTROLNE OTAZKY

54. Ako moézeme definovat’ pravdepodobnost’?

55. V ¢om spociva Bayesov pristup k pravdepodobnosti ?

56. Co vyjadruje Groven spofahlivosti ?

57. Comu zodpoveda Uroven spolahlivosti 68% u gaussovského rozdelenia ?

58. Aky je rozdiel medzi jednostrannym a obojstrannym limitom pre gaussovské rozdelenie ?

59. V ¢om je Specifikum Studentovho t rozdelenia ?



Pravdepodobnnost’ - mézeme sa stretnut so 4 definiciami pravdepodobnosti -
matematicka, empiricka, objektivna, subjektivna
Matematicka pravdepodobnost’ - Nech S = {E;, E»,...} je subor moznych vysledkov
experimentu (eventy). Eventy su vzajomne sa vyluCujuce. Pre kazdy event E je
pravdepodobnost P(E) realnym &islom, vyhovujuce axidmam pravdepodobnosti:
I. P(E)> 0, Il. P(E4alebo Ez) = P(E4) + P(E2) pre vzdjomne sa vylu€ujuce javy,
lll. £ P(Ej) =1 kde sa sumuje cez vSetky vzajomne sa vylu€ujuce eventy
Empiricka pravdepodobnost’ - “ortodoxna” definicia - experiment je realizovany N
krat a a isty vystup A je pozorovany v M pripadoch. Ked N ide do nekone¢na, pomer
M/N smeruje k limite, ktora je definovana ako pravdepodobnost P(A) javu A. N
opakovani mdze byt realizovanych opakovanim jedného experimentu N krat, alebo
sucasnou realizaciou N rovnakych experimentov.
Objektivna — sklon - pravdepodobnost sa chape ako objektivna veli€ina s vlastnymi
pravidlami (pristup znovu vskrieseny v druhej polovici minulého storo€ia - sir Karl
Popper). Objektivna pravdepodobnost’ vyzera rozumna vo vhodnych pripadoch (ked
sa uvazuju presne rovnaké pravdepodobnosti). Ak sa zaoberame spojitymi
premennymi vznikaju problémy - takyto pristup zlyhava.

Bayesov teorém (rev. Thomas Bayes 1763)
p(bla)p(a)

p(b)

Casto je uzito¢né pisat p(b) ako pravdepodobnost, Ze nastane b bez ohladu Ci je a
pravdivé alebo nie (¢ oznacuje "nie a")

p(b) = p(bla) p(a) + p(bla) [1 - p(a)]

p(a|b)p(b) = p(a a stcasne b) = p(b|a)p(a) ztoho  p(a|b)=

Uroven spolahlivosti - Ked pozrieme na integrovany Gauss (obr.6.1) - 68% eventov
bude v intervale stredna hodnota + Standardna odchylka. Ak povieme, Ze event lezi v
intervale stredna hodnota + jedna Standardna odchylka, bude to spravne v 68 %
pripadov. Vyslovili sme tvrdenie so 68% spolahlivostou. Pravdepodobnost je
definovana na zaklade frekvenéného pristupu ak pocet eventov je velky

Bezné hodnoty spofahlivosti - 68% (alebo 1c), 95.4 % (2c), 90% (1.64c), 95%
(1.966) a 99 % (2.58c) (nasobok Standardnej odchylky sa v slovenskej norme
oznacuje ako koeficient pokrytia). Poziadavka vysokej spolahlivosti vedie k Sirokému
intervalu - v praxi je bezna uroven 90, 95%, u perfekcionistov 99%.

Su 3 konvenéné cesty vyberu limitov intervalov okolo centra. Ak oznacime limity x_a
X+, pre danu uroven spofahlivosti mame:

Pravdep(x_ <x<x,)= '[ P(x)dx=C

X.

Dodatocné poziadavky su:x, —pu=u—x_
1. symetricky interval , 2. najkratSi interval, limity su také, Ze interval je taky kratky
ako je to mozné, x, —x_je minimalne , 3. centralnost intervalu - pravdepodobnost

nad a pod intervalom su rovnaké, t.j. J:P(x)dx = jP(x)dx =(1-0C)/2
Pre symetrické rozdelenia tieto poziadavky nie su problém. Pre jednostranné limity
existuje horny a dolny limit



Pravdep(x < x,) = '[ P(x)dx=C a podobne Pravdep(x > x_) = I P(x)dx =

—0 X

Treba si uvedomit’ rozdiely medzi jednostrannym limitom a centralnym - 95% interval
spolahlivosti a 95% horny limit nie je to isté (prvy ma 97.5% pravdepodobnost, Ze
obsah je pod, 2.5% Ze je nad, druhy 95% pod a 5% nad)

Pre danu hodnotu X je pravdepodobnost ziskat hodnotu x dana z funkcie rozdelenia
hustoty pravdepodobnosti P(x;X) - pre konventné meranie rozliSenia c je to Gauss
pre x so strednou hodnotou X a Standardnou odchylkou c. Centralny interval
spolahlivosti 90% - pre urcitu hodnotu realneho X hodnota merania x bude lezat’ (s
90% pravdepodobnostou) v oblasti od x_do x, (obr.6.1). Pre iné X to budu iné limity.

Tak hodnoty x a x mbézeme uvazovat ako funkcie X (obr. 6.2). Oblast medzi

krivkami sa nazyva pas spolahlivosti (confidence belt).
Mame meranie x s priemerom X a vieme o — potom 90% interval spolahlivosti pre X
pozaduje hodnoty X a X, také, ze

]3 1 XX/ZUd'OOS'[ vX/Zo’dr

xU\/Z_ 0\/7

(obr.6. 3). Vztah pre X _pozaduje, aby x lezalo nejaky pocet Standardnych odchyliek

nad X_. To je to isté, ako povedat, ze X_ musi lezat' nejaky pocCet ¢ pod meranym x
X_

" A — 1

Co mdzeme pisat’ v tvare J;U\/E
pre Gaussovské estimatory mdézeme najst pomocou obvyklych tabuliek Gaussovych
integralov. Krivky na obr. 6.2 sa stavaju priamkami (obr.6.3) s jednotkovym
gradientom, x, =X tno ked konStruujeme horizontalne, X, =xtno ked Citame

vertikalne, kde n (koeficient pokrytia) je 1 pre 68% spolahlivost, 1.64 pre 90%
spofahlivost, ako to wuvadzaju tabufky integrovanych gaussianov. Interval
spolahlivosti pre X ziskané z merania x je x+tno

Poissonovsky interval spolahlivosti - Ak je n eventov pozorovanych z
Poissonovského procesu s neznamou strednou hodnotou N, 90% horny limit (napr.)
je hodnota N. dana nasledovne

> P(r;N,)=0.90 alebo ekvivalentne > P(r;N,)=0.10

o [20? g =0.05, takZe interval spolahlivosti

r=n+1 r=0
To znamena - ak skuto¢na hodnota N je naozaj N. , pravdepodobnost ziskania
vysledku hodnoty n ktora je mensia ako toto je len 10% a pre N vacsie nez N. je to
eSte mensSie. Tak m6zeme povedat, ze sme na “90% spofahlivi’, ze N nie je vacsie

ako N. a priemerujuc cez mnohé také tvrdenia - budeme mat pravdu v 9 pripadoch z
n-1

10. Rovnako to plati aj pre dolny limit ZP(r;Nf) =0.90
r=0

Studentove t rozdelenie - Ak u je zname, pouzijeme vztah & = (x—,u)2 (6.1)

N
N-1
univerzalny. Namiesto premennej (x - pu)/o, ktora je rozdelena podfa jednotkového
Gaussa (t.j. ma strednu hodnotu 0 a Standardnu odchylku jednotkovu), budeme

ak je nezname o&=s=

(x—,u)z (6. 2). Druhy pripad je obvyklejsi, ale nie je



xX— U
o
rozptylom, ako by to bolo ak o =6 , rozdiel je v dodato¢nej neistote. V praxi, zvlast
pre malé N, odhad o byva dost nepresny. f je popisané Studentovym rozdelenim
(zavedené - William Gosset, ktory pisal pod pseudonymom "Student") t obsahuje len
pozorovatelné veli¢iny x a &.n, pocet stuprfiov volnosti v Xz rozdeleni je N pre

(rov.(6.1)) alebo N -1 ak pouzijeme (rov 6.2). Rozdelovacia funkcia pre t je

L _T(@+D/2) 1
T Dt 2) (1)

n smeruje k jednotkovému Gaussu, ale chvosty na bokoch su vacsie, najma pre
malé n.

pouzivat premennu t= . t nema normalne rozdelenie s jednotkovym

. Krivka vyzera ako Gassian, skuto¢ne pre velké
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