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1  Dvojity beta rozpad a Struktira jadra

Jednou z hlavnych tloh teoretickej jadrovej fyziky je opis Struktiry atémového
jadra. V jadrovej fyzike je mnohokrat velmi tazké dosiahnut spolahlivé pred-
povede plyniice z teorie, pretoze jadra predstavuji komplikované mnohonuk-
lebnové systémy a poznatky o nukleén-nukleénovej interakcii nie sti dostacujtice.
Pri budovani jadrovych modelov sa nezaobideme bez pribliZeni, ktorych dosledky
nie vzdy poznadme. Vyvoj novych vypoctovych metdd a Stidium ich ohraniceni
je preto dolezitou stucastou teoretického vyskumu.

Vyznamnym stimulom pre Stddium novych vypoctovych pristupov je dvo-
jity beta (85) rozpad. Tento proces v poslednych rokoch pritahuje pozornost
teoretikov i experimentatorov, pretoZe je zaujimavy nielen z pohladu jadrovej
fyziky, ale najma fyziky elementarnych castic.

Rozlisujeme dva médy 5 rozpadu: dvojneutrinovy a bezneutrinovy. Bez-
neutrinovy 3 rozpad je mimoriadne citlivym testom zakladnych symetrii Stan-
dardného modelu ako st zakon zachovania lepténového ¢isla, otazka nenulovej
hmotnosti neutrina a existencia pravotocivych slabych pruadov.

Pri dvojneutrinovom S rozpade (2v33) st emitované dva elektrony a dve

antineutrina.
(A, Z) — (A, Z +2) + 2e” + 27.

Je to slaby proces druhého radu, ktory predstavuje povoleny rozpadovy mod
pre priblizne 30 parno-parnych jadier [4]. Parovacia interakcia medzi nukle6n-
mi sposobuje, Ze parno-parne jadro je stabilnejSie ako susedny neparno-neparny
izobar. Jednoduchy S prechod je v takom pripade energeticky zakazany a jedi-
nym moZnym rozpadovym kanalom je 2v3f prechod (obr.1). 2v30 rozpad pred-
povedala M. Goeppert-Mayer v roku 1935 [8], teda kratko po tom, ¢o E. Fermi
prezentoval svoju teoriu § rozpadu (1934).

Dvojneutrinovy mod nenarusuje zachovanie leptéonového naboja a je dovoleny
v ramci Standardného modelu elektroslabych interakcii (SM) Glashowa [5], Wein-
berga [6], Salama [7]. Experimentéalne bol 2v3f rozpad potvrdeny napr. pre pre-

chody Ge — Se, Mo — Ry, 82Se — 82Kr. Poléasy 2vS3 rozpadov



1 DVOJITY BETA ROZPAD A STRUKTURA JADRA 6

sa pohybujt v rozmedzi 10*® — 10%* rokov (Tf/"fﬂ[mGe — 68e] = 1.77 x 102! 1),
t.j. jedné sa o najzriedkavejSie procesy pozorované v prirode.
Moznost existencie bezneutrinového 5 rozpadu (0v343) bola predpovedana

W.Furym v roku 1939 [21]. V danom mode st emitované iba dva elektrony.
(A, Z) — (A, Z +2) + 2e.

Leptonovy naboj sa v tomto pripade nezachovava, c¢o SM neumozhuje. Bezne-
utrinovy moéd je mozny, iba ak je neutrino majoranovskou ¢asticou s nenulovou
hmotnostou. Stadium 0v 30 rozpadu je stimulované vyvojom Teorii velkého zjed-
notenia (GUT’s!), ktoré predpovedaju existenciu tohto procesu ako désledok
slabého naruSenia zdkona zachovania lepténového naboja. OvBS rozpad nebol
zatial experimentalne potvrdeny, si zndme len dolné ohranicenia pre polcasy
rozpadov [4]. Najsilnejsie ohranicenie pre pol¢as OvSf rozpadu bolo stanovené
Heidelberg-Moskovskou kolaboraciou v pripade %Ge (T%?# > 1.1 x 10% r) [9].
Z hladiska jadrovej struktury predstavuje 2v/33 rozpad prostriedok pre expe-
rimentalne overenie presnosti réznych metod pre vypocet jadrovych maticovych

elementov. Pre prevratent hodnotu pol¢asu 2v53 rozpadu plati [4]

[T527(0% = 097" = 6> | Mg

Kinematicky faktor G?*## zahfia integraciu cez fazovy priestor vyletujucich lep-
tonov a nezavisi od neznamych parametrov fyziky elementarnych ¢astic [4]. Pre vy-
pocet Gamow-Tellerovho maticového elementu Mé’}% je potrebné poznat tuplny
systém stavov prechodového jadra. Porovnanie teoreticky urc¢eného pol¢asu roz-
padu s experimentalnou hodnotou umoziuje posudit spolahlivost pouZitej vypoc-
tovej metody.

Pre vypocet maticovych elementov 3/ rozpadu sa v sticasnosti najviac pouzi-
vaji rozne varianty kvazi¢asticového pribliZzenia nahodnych faz (QRPA?).

Standardnd @RPA metoda je zalozena na dvoch aproximéciach:

1. Vzbudeny stav jadra je opisany fonénovym operatorom, ktory obsahuje li-
nearne kombinécie si¢inov dvoch krea¢nych a dvoch anihila¢nych kvézicas-

ticovych operatorov.

!Grand Unified Theories
2Quasiparticle Random Phase Approximation
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2. Komutéator bifermionovych operatorov sa nahradza jeho strednou hodnotou
v BCS? vakuu, ¢oho dosledkom je, Ze bifermiénové operatory sa spravaji

ako bozoénové (kvdzibozénovd aprorimdcia).

Spolahlivost Standardnej QRPA je otézna, pretoZe ziskané rieSenia citlivo zavisia
od parametra g,,, ktory renormalizuje rezidudlnu casticovo-Casticovil interakciu
jadrového hamiltonidnu. Vo fyzikalnej oblasti totho parametra (g,, & 1 pre realis-
tickd interakciu) rieSenia navySe kolabuju [15] a uvedenej hodnote g,, zodpoveda
nulovy polcas 2v30 rozpadu. Tieto skuto¢nosti znizuji predpovednii schopnost
teorie v oblasti velkych hodnét Easticovo-Casticovej interakcie. Predpokladé sa, 7e
pric¢inou kolapsu rieseni v $tandardnej QRPA je naruSenie Pauliho vylucovacieho
principu, ktoré ma povod prave v kvdzibozonovej aprorimdcii.

Renormalizovand QRPA metoda [13] berie Pauliho vylu€ovaci princip &ias-
to¢ne do tvahy. Priblizné splnenie Pauliho vylucovacieho principu nie je ale
postacujuce pre realistické vypoc¢ty vo velkych modelovych priestoroch. Casto
diskutovanym nedostatkom renormalizovanej QRPA je naruSenie Ikedovho su-
macného pravidla [14].

Ohranicenia jednotlivych QRPA met6d sa intenzivne §tuduji pomocou sché-
matickych jadrovych modelov [14, 16, 17, 27]. Vyhodou schématickych modelov
je, ze pozname exaktné rieSenia (najdené diagonalizéciou hamiltonianu), ¢o nam
umoziuje analyzovat dosledky pouzitych pribliZzeni pomocou porovnania QRPA
rieSeni s presnymi hodnotami.

Pre stadium modifikacii QRPA, ktoré sa pouzivaji pri opise 8 a 53 prechodov,
sa ukazal ako vhodny tzv. proton-neutrénovy Lipkinov schématicky model, ktory
kvalitativne dobre simuluje vysledky realistickych vypo&tov [25, 26].

Pre proton-neutronovy Lipkinov model bolo najdené QRPA rieSenie s exakt-
nym splnenim Pauliho vylu¢ovacieho principu (QRPA-EPP) [16]. Presné zahrnu-
tie Pauliho vylucovacieho principu viedlo k potlaceniu citlivosti rieSeni na hod-
note Casticovo-Casticovej interakcie a lepSiemu sihlasu s exaktnymi vysledkami
ziskanymi diagonalizaciou hamiltonianu.

Formalizmus, ktory presne spliia Pauliho vyluovaci princip je mozné ap-

likovat iba na jednoduché schématické modely, pretoze pre realistické hamil-

3Bardeen Cooper Schriefer
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A=konst. (parne)

Z nepérne

hmotnost’ jadra

Obr. 1: Schéma BB rozpadu.

toniany nepozname presné analytické vyjadrenia RPA vinovych funkcii. Prob-
lém je rieSitelny prostrednictvom formulécie celej tedrie v bozénovom priestore.
Vypocéty v bozoénovom priestore si jednoduch§ie a Pauliho vylucovaci princip
mozeme do teérie zahrnit pomocou bozénového mapovania hamiltonianu a pre-
chodovych (8 operatorov.

Originalny pristup k opisu mnohonukleénovej stistavy predstavuje nedavno
publikovand QRPA s optimdlnym zdkladngm stavom (QRPA-OGS) [18]. Ide
o prvy pokus spojit rieSenie QRPA rovnic s variaénym opisom zakladného stavu.
Metoda je formulovand v bozénovom priestore a Pauliho vylu¢ovaci princip je
tu zahrnuty prostrednictvom bozénového mapovania jadrového hamiltonianu.
V ramci tejto metédy sa podarilo najst nové rieSenia za bodom kolapsu
Standardnej QRPA. Ukazalo sa, 7Ze niektoré nové mody v oblasti za kolapsom
zodpovedaji harmonickym oscilacidm okolo zakladného stavu jadrového systé-
mu, ktoré boli ndjdené pomocou Semiklasického pristupu [17].

Sposob a presnost opisu jadrového hamiltonianu a 8 operatorov v bozénovom
priestore ma v QRPA vypoctoch zasadny vyznam, pretoze urcuje do akej miery

dochadza k naruSeniu Pauliho vylucovacieho principu.
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V predkladanej préaci analyzujeme ohranic¢enia vyplyvajice z netiplnosti bozo-
nového mapovania jadrového hamiltonianu a 8 operatorov v nasledujicich meto-
dach:

- QRPA s optiméalnym zakladnym stavom (QRPA-OGS)
- Semiklasicky opis mnohonukleénového systému

Obidve metody Studujeme v ramci proton-neutronového Lipkinovho modelu.
V préci su prvykrat odvodené analytické vyrazy potrebné pre vypocet s presnej-
$im bozonovym mapovanim jadrového hamiltonanu. Taktiez prvykrat je preve-
deny semiklasicky vypocet v bozénovom priestore s pouzitim Marumoriho mapo-
vacieho predpisu [20].

Jednou z hlavnych motivécii prace je stivis mapovania jadrového hamiltonianu
s otazkou existencie novych QRPA-OGS rieSeni, za bodom kolapsu S$tandard-
nej QRPA. Je otazne, ¢i lepsi opis hamiltonidnu v bozénovom priestore povedie
k dalsim novym rieSeniam, alebo len k spresneniu poévodnych.

Stidium daného problému je dodlezité aj pre pochopenie spontidnneho naruse-
nia symetrie zdkladného stavu, ku ktorému dochadza pri velkych hodnotéch
Casticovo-Casticovej interakcie.

Ziskané vlnové funkcie st pouZzité na vypocet nasledujicich fyzikalnych charak-
teristik: stredny pocet kvézicastic v zdkladnom a excitovanom stave, maticové

elementy 3 a (8 prechodov, splnenie Ikedovho sumaé¢ného pravidla.
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2  Schématické jadrové modely

Realistické vypocty vinovych funkcii mnohonukleénovych ststav predstavujua zlo-
zity numericky problém. Pre porovnanie r6znych aproximacénych metod sa vypoc-
ty robia na schématickych modeloch. Pre schématické modely st zvycajne zndme
vlastné stavy najdené diagonalizaciou hamiltonidnu, ¢o umoziuje porovnat vysled-
ky ziskané pomocou Studovanej met6dy s presnymi hodnotami. Schématické hamil-
tonidny neopisuju vlastnosti konkrétnych jadier, ale vykazuji podobné fyzikilne

charakteristiky ako maji hamiltonidny pouzivané v realistickych vypoctoch.

2.1 Lipkinov model

V roku 1965 Lipkin, Meshkov a Glick (LMG) [19] navrhli jednoduchy model,ktory
je dodnes §iroko pouzivany pri testovani mnohonukleénovych teorii [34] - [40].
Predpokladajme dve vrstvy, ktoré maju rovnaka hodnotu celkového uhlového
momentu j, pricom jedna vrstva lezi nad a druha pod Fermiho turoviiou (obr. 2).
Kazda z vrstiev je 2 = 2j + 1 krat degenerovana. Ak uvazujeme systém s poctom
¢astic 2, potom v ramci tohto modelu existuje 22 konfiguracii. LMG hamiltonian

ma tvar
1
H= 6K() - §V(K+K+ + K_K_), (1)

pri¢om sme zaviedli tzv. kvazispinové operatory

Q Q
1
KO - 5 mzﬁ(ajl—ma’-km - a'T—ma*Tn)a K+ = mzﬁairkmama K_ = (K-I-)T'

Operéatory alm, aT_m reprezentuji vytvorenie Castice v hornej resp. dolnej vrstve,

€ je rozdiel energii medzi tymito hladinami.

Stav nukleonu je charakterizovany dvomi kvantovymi &islami: s = +/— udéva,
¢i sa nukleén nachadza v hornej alebo dolnej vrstve a m je priemet uhlového
momentu na zvoleni os. Interakcia medzi nuklebnmi v dolnej a hornej vrstve V'
nezéavisi od Ziadneho z kvantovych ¢isel s, m.

Operatory Ky, K, splhaji komuta¢né vztahy

(K4, K] = 2K, [Ko, Ki] = £K34,
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2

Fermiho hladina

Q - krat

Obr. 2: Hladiny v Lipkinovom model:

a st generatormi SU(2) algebry. Jedna z poslednych prac zaoberajica sa hfTadanim

presnych rieseni v ramci LMG modelu je [41].

2.2  Protén-neutrénovy Lipkinov model

Pre tcely testovania roznych variant QRPA a jej aplikovanie na vypocet matico-
vych elementov 8 a 83 rozpadu sa v sti¢asnosti pouziva protén-neutrénovy Lipki-
nov model. Uvedeny model dobre napodobiiuje QRPA vysledky amplitad g pre-
chodov pre realistické hamiltoniiny, ktoré obsahuji elementy G-matice pocitanej
s pouzitim Bonn-OBEP potenciilu (One Boson Exchange Potential) [25, 26].
Model je odvodeny z hamiltonianu, ktory v ¢asticovej reprezentécii pozostava
z jednocasticového ¢lena, protoén-protéonovej, neutrén-neutronovej parovacej inte-

rakcie a rezidualnej interakcie typu Castica-castica (p-p)*, Castica-diera (p-h) °.
H=H,+ H, + H,.,. (2)
H,=e, Z a;mapm — GpS;Sp, H, =e, Z al Gpm — Gn SISy, (3)
m m
H,es =2xB - Bt —25P - PT.

V rovniciach (3) sme zaviedli oznac¢enia

1 i 1 i
Sp=75 Y Ghithms  Sh= 3 > il
m m

4particle-particle
Sparticle-hole
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g = Za;manm , P = Za},mdLm
pt= (), PI=(PH.

Operéator af, = al

e (T = p,n) je Casticovy krea¢ny operator, reprezentujiici

vytvorenie proténu (7 = p) alebo neutrénu (7 = n) s uhlovym momentom j,
a priemetom na zvolenti os m,, a,;, = (al,) je Gasticovy anihilaény operétor a
il,, = (1) ™ al _ oznatuje asovo reverzny stav.

Parametre x, k odpovedaji v literatire Standardne pouzivanym parametrom
Gphs Gpp, ktoré renormalizuju realisticka p-h a p-p interakciu [10, 11, 12].

Hamiltonian (2) opisuje systém s J = 0, preto v uvaZovanom modeli existuju
iba § prechody Fermiho typu (AJ = 0, AT = +1).

Predpokladame, Ze nukle6ny sa pohybuji iba v jednej vrstve s uhlovym mo-
mentom j, = j, = j a parovacia interakcia je rovnak4 pre protoény aj neutrény,
t.j. G, = G, =G.

Zavedenim Bogoliubov-Valatinovej transforméacie separatne pre protony a ne-

af Ur —Vr al,,
()= () (). ®

a naslednou BCS diagonalizaciou (vid. dodatok A) dostaneme z (2) kvéazicasticovy

utrony,

hamiltonian
H=¢ Z a;;mp pm, + €n Z a}:mn Onm,,
mp mn
+ 2x(25 + 1) [(ugv + vf,u%)ATA + upvpvpun ATAT + vyunupv, AA] (5)

— 26(2j + 1) [(udul + v2v2) AT A — uyu,vpv, ATAT — vpvupu, AA]

Operatory af,, ., definované transforméciou (4) st kreaéné resp. anihila¢né
kvézicasticové operatory a ey, €, su energie kvaziCastic pre protony a neutrény.
Pre amplitady u,,v, platia vztahy: v, = \/m, U, = 1 - N,/2Q, N,
oznacuje pocet protéonov, N, pocet neutréonov a 22 je degeneracia uvazovanej
vrstvy, 2Q = 25 + 1 (vid. dodatok A).

Pri odvadzani (5) sme zanedbali rozptylové ¢leny typu a;gan a o o, a zaviedli

bifermiénovy operator Af = [a;; ® ol 979 Ak predpokladdme rovnaké energie
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6 ¢ N —— zakl. stav ]
N ——- 1. excit stav
- ~ .
Tl Y --—- 2. excit. stav
4 RN S —-— 3. excit. stav E

Obr. 3: Energie prugjch 4 stavov proton-neutronového Lipkinovho modelu ndjdené
diagonalizdiciou hamiltonidnu v zdvislosti od hodnoty casticovo-casticovej interak-

cie k. Parametre modelu si zvolené nasledovne: N = 4, Z =6, j=9/2, x' =
0.5 MeV, e=1 MeV.

kvézicastic pre protony a neutrény €, =€, =€ = Q% a zavedieme oznacenia

C = > al, am,+ Y 0l dum,
M= A00GEE + ) — e + ) )
Ay = AQ(x + K)upvpusvy,
mozno (5) vyjadrit v tvare
Hp =eC 4+ MATA+ X (ATAT + AA). (7)

Hamiltonian (7) predstavuje protén-neutrénovy Lipkinov model a v pri-

pade A\; = 0 sa redukuje na tvar podobny Lipkinovmu modelu (1). Podmienka
A1 = 0 zodpoveda situacii k = y a Z = N = @, z ¢oho vyplyvaji rovnosti
Up = Up = Up = Up.

Délezitou vlastnostou modelu je, Ze bifermiénové operatory {A, AT, C} st ge-

neratormi SU(2) algebry. Pre ich vzajomné komutatory platia vztahy

[A, AT =1 — % [C, AT] = 24, [4,C] = 2A. (8)

Exaktné rieSenia dostaneme diagonalizaciou hamiltonianu (7) v baze stavov

n) =N (AN"0),  0<n<20 (9)
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Stav |0) oznacuje BCS vakuum a N je normaliza¢na konStanta, NV = fLmn’ kde
m, = (0]A"(AN"|0) = % Pri vypoéte maticového elementu m, sme
vyuzili komuta¢né vztahy (8) a fakt, ze |0) je vakuom pre A, t. j. A|0) = 0.
Nenulové maticové elementy (m|Hp|n) potrebné pre diagonalizaciu v uvedenej

béaze si
(n —2|Hp|n) = nmp[2e + M\(1 - %51)],  (n—2|Hp|n) = Xom,,.

Energie prvych Styroch stavov ziskané diagonalizaciou hamiltonianu (7) pre mo-
delové parametre N = 4, Z =6, j=9/2, X' =20 x=0.5 MeV,e= 1 MeV,

v zévislosti od hodnoty &' = 2Q k st znézornené na obr. 3.
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3  Kvazicasticové pribliZenie nahodnych faz

Metoda Random Phase Approximation (RPA) a jej kvazicasticova varianta
(QRPA) su siroko pouzivané v rozli¢nych oblastiach fyziky (napr. jadrova fyzi-
ka, fyzika tuhych latok, fyzika plazmy) pri opise kolektivnych stupiiov voInosti
mnohofermiénovych sistav. QRPA je jednou z najcastejSie pouzivanych metod
pre stidium jednoduchych a dvojitych g prechodov jadrovych systémov s otvore-
nou vrstvou. Vysledkom QRPA vypoctu je uplné stistava vzbudenych stavov pre-

chodového jadra, ktoré vystupuji v maticovych elementoch 2v3/3 prechodov.

3.1 Formalizmus QRPA metody

Excitovnany stav je vytvoreny posobenim fonoénového operatora na zakladny stav
|05p4)- Pre m-ty excitovany stav s celkovym uhlovym momenton J a priemetom
M plati

QT4 |0%p ) = Im, JM). (10)

Zakladny stav |0} ),je vikuom pre fonénovy operator Q7,, teda

QTJnM‘OJFrtPA> =0, TM = ( Tan:r/[)Jr (11)

Fonénovy operator je definovany vztahom

A Z {Xx7" Al (pn; JM) — YZZA(IM; JM)}, (12)

yan

kde X0, Y7 st volné variatné amplitidy a operatory Al(pn; JM),fl(pn; JM)

viazu kvézicasticové krea¢né a anihila¢né operatory af, o do uhlového momentu

J s projekciou na zvolenu os M:

Alpn; aM) = Y Cl o ab ab, (13)
A(pn; JM) = (—=1)""MA(pn,J —M) = (-1)™M Z Cj‘]p;n]fjnmnapmpanmn.

Mp,Mn

Predpokladame, Ze stavy [0}p4), |m, JM) st vlastnymi stavmi jadrového hamil-

tonianu H, teda

H|0%p4) = Eol0%pa),  Hlm, JM) = Ep|m, JM). (14)
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Z rovnic (14) vyplyva

[H, Q73110%pa) = Q7] 0pa), (15)

kde Q,, = E,, — Ej je energia vzbudenia m—tého stavu. Uvazujme varidciu
QT = Z {6Xm At (pn; TM) — 6Y};’f[1(pn; JM)}. Z rovnice (15) spolu s vyuzitim

vztahu (1 ) dostéavame

<0£FU4$QJM’ TJ/[”O;PA:Q <OEIM45QJM> ?JIJ”OEP)LX (16)

Dvojity komutitor v (16) je definovany vzfahom [A, B,C] = ! ;([4,[B,C]] +
[[A, B], C]). Po dosadeni (12) do (16) a zdruZeni clenov pri 0 X}, 0Y,)" ziskame
QRPA rovnice

A B X™N\ u o Xm
(2 2) ()= 5) () o
kde matice A, B st dané vyrazmi

A(pnp'n'J) = (0fpal[Alpn; JM), H, AT (p'n’; JM)]|0%p,),
Bpnp'n'J) = (0fp4l[Alpn; JM), H, At (p'n'; TM)]|05p.4), (18)
Upnp'n'J) = (0hp4l[A(pr; TM), At (p'n’; TM)]|0p.4)-

VyrieSenim rovnic (17) ziskame amplitady X™, Y™ a excitaéné energie €,,, ktoré
prostrednictvom (12) jednozna¢ne urcuju vzbudené stavy jadrového systému.

V realistickych vypoctoch je rieSenie QRPA rovnice pomerne zloZity nelinearny
problém, pretoZze maticové elementy A a B spétne zavisia od varia¢nych amplitiud
X™ Y™, PririeSeni QRPA rovnic st nevyhnutné zjednodusSenia, podla ktorych
rozliSujeme rozne varianty QRPA metody.

V standardnej QRPA metode je komutétor bifermiénovych operatorov A, Af

nahradeny jeho strednou hodnotou v BCS véakuu.
[A(pn; JM), AT (p'n'; JM)] ~ (BCS|[A(pn; TM), AT (p'n"; JM))| BCS)
= Opp O -

Uvedené pribliZzenie sa nazyva kvazibozonova aproximacia. Bifermionové opera-
tory tu uvazujeme ako bozoénové, ¢oho dosledkom je narusenie Pauliho vyluc¢ova-

cieho principu [23].
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Pauliho vylucovaci princip je ¢iastoCne vzaty do uvahy v remormalizovanej
@RPA. Komutator bifermiénovych krea¢nych a anihila¢nych operatorov sa tu

nahradza jeho strednou hodnotou v skorelovanom RPA vakuu [23].

[A(pn; M), Al (p'n'; TM)] = (05;p4|[A(pn; JM), AT (p'n'; TM)]|0Fp 4)
= Gyt Ot Dy

Renormalizaény parameter D,, = 1 — N, — N,,, kde N, = (rpa|N,|rpa), spitne
zavisi od varia¢nych amplitid X™, Y™, takze QRPA rovnica sa musi riesit ite-
ra¢nou metodou. Nedostatkom renormalizovanej QQRPA metédy je naruSenie Ike-

dovho sumaé¢ného pravidla [14].

3.2 QRPA s optimalnym zakladnym stavom

Jednou z varidnt metody QRPA je neddvno navrhnutd QRPA s optimdlnym zd-
kladngm stavom (QRPA-OGS®). Origindlnost tohto pristupu spociva v zavedeni
nového stupiia volnosti v anzatzi pre vlnova funkciu, ktory v kombinacii s variac¢-
nou podmienkou pre zékladny stav umoziuje riesit QRPA rovnice [18]. Metoda
ako jedna z mala tispesne popisuje jadrovy systém aj pre velké hodnoty ¢asticovo-
Casticovej interakcie, navyse v ramci nej boli ndjdené pre protén-neutrénovy Lip-
kinov model nové rieSenia v oblasti za kolapsom Standardnej QRPA.

QRPA-OGS je formulovana v bozénovom priestore. Bozonové operatory spliia-
ji komutaény vztah [B, Bf] = 1 a baza prislugného Hilbertovho priestoru je
tvorend ortonormélnymi vektormi

iny = ﬁ(B*)“\ox

Obrazy fermiénovych operatorov v bozénovom priestore ndjdeme tzv. mapo-
vacou procedirou. Je potrebné poznamenat, Ze existuje viacero sposobov mapo-
vania [1]. V tejto praci je pouzité Marumoriho mapovanie [20], ktoré predpokla-
d4 rovnost odpovedajtcich maticovych elementov vo fermiénovom a bozénovom
priestore (vid.dodatok B). Uplny bozénovy obraz operatora podla Marumoriho

predpisu je sumou &lenov typu (Bf)"B™. Pri vypoctoch sa zvycajne obmedzime

8QRPA with optimal ground state
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na niekolko prvych ¢élenov bozénového rozvoja, takZe mapovanie nie je tplné.

Obrazom fermiénového hamiltonianu (7) je v bozénovom priestore operator

Hp = a11B'B + ay (B + B?) + a2 B?B? + a13(B'B* + B®B) +
a4 (BYB* + B™B?) + a35(B™B5 + BBB3) + ... (19)

Budeme uvazovat nasledujtce netplné obrazy hamiltonidnu (7):

1. H(Bl) = OjllBTB + O[QO(BT2 + B2) + OAQQBTQBQ —+ 0413(BTB3 + BT3B)
+ a4 (B12B* + BYB?) + as5(BB® + B B3).

2. HY = a1 BB + (B + B?) + ay»B?B? + ay3(BIB® + B#B).
3. HYPY = o3PV BB + oY (B + B?).

KonStanty o;; zavisia od parametrov €, A\, Ag a €2, ktoré vystupuji vo fermiénovom

hamiltoniéne (7) a ich tvar nadjdeme podla postupu popisaného v dodatku B.

/ 1 A
a1 =2+ A Qg = A 11— — = ——
11 € 1, 20 2 5Q) Q92 50’

1 1 A 1 3 o
Qi3 = )\2\/(1 - @)(1 - 5) — i, Qg4 = 32 (1- 5)(1 - @) - % — 0u3,

Hamiltonidn HE;QBA) zodpoveda kvéazibozoénovej aproximacii, ktora je limitnym
pripadom 2 — oo, z ¢oho vyplyvaja vztahy ag?BA) = 2e 4+ Ay, ag?BA) = Ag.
V originalnej praci [18] bol QRPA-OGS vypocet uskutotneny pre bozénovy

), nové

hamiltonian H ](32). Ak v8ak uvazujeme iba kvadraticky hamiltonian Hg’?BA
mody mnohonukleénového systému, t.j rieSenia za kolapsom neexistuji. V tejto
praci je prvykrat prezentovand QRPA-OGS metoda s pouzitim presnejSieho bozo-
nového obrazu hamiltonianu H g). Na zaklade vysledkov s presnejsim bozénovym

obrazom hamiltonianu sa pokisime zodpovedat nasledujtce otézky:

e Ako sa spresnia najdené rieSenia, ak uvazujeme v bozénovom obraze hamil-

tonidnu Cleny imerné w4, azs?

e Neobjavia sa ako dosledok presnejSieho mapovania hamiltonidnu dalgie nové

rieSenia v oblasti za kolapsom Standardnej QRPA ?
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V QRPA s exaktnym zahrnutim Pauliho vylu¢ovacieho principu (QRPA-
EPP) [16], ktora je formulované vo fermiénovom priestore, je fonénovy operator

definovany vztahom
QL =XAt+ YA (20)

Zakladny stav je dany rovnicou Qp|rpa) = 0. V bozénovom priestore definujeme
@B analogicky

QL =XB'+YB.

Je zrejmé, 7e takto definovany fononovy operdtor je najjednoduch§im obrazom
Qr v bozénovom priestore (t.j neuvazujeme ¢leny BIBTB, BBB' a kombinacie
vicieho poctu B, BY).

Uvazujme stav |rpa); = €5|0), kde S = zB'B' + 2*BB a z je komplexny

parameter. Pre zakladny stav pozadujeme splnenie rovnice

@glrpa); = 0. (21)
V QRPA-OGS metode sa zavadza origindlny anzatz pre vlnovi funkciu

irpa) = €' °|0), (22)

kde T = t*B — tB'. Komplexny parameter ¢ predstavuje novy stupeii volnos-
ti jadrového systému, ktory fixujeme varia¢nou podmienkou pre zakladny stav.

Z rovnice (21) dostavame
e’ (XB —YBheTeleS|0) = 0. (23)

PouZitim vztahov pre operatory e T Bfel, e TBel (vid. dodatok C) prepiseme
(23) do tvaru
Q|rpa) =0, (24)

kde “posunuty” fononovy operator () je definovany ako
Q'=X(B'+t)-Y(B+1), Q= (@ (25)
Excitovany stav |Q) je vytvoreny posobenim Q' na zakladny stav |rpa)

Q) = Q'|rpa). (26)
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Pre zakladny stav |rpa) dany anzatzom (22) je podmienka (24) splnena ak plati
eSe5(XB — YB")e’|0) = 0. (27)

Pomocou vztahov pre e *BfeS, e *BES (vid. dodatok C) mozeme predoslu

rovnicu prepisat do tvaru

Y .
F(r,0, p,$) = sinh(2p) — }e*“’b cosh(2p) = 0. (28)

V rovnici (28) sme zaviedli oznacenia t = re??, 2 = pe'®. Funkcia F implicitne
zéavisi od parametrov r, f prostrednictvom pomeru X /Y. Fonénové amplitudy X

a 'Y splhaju QRPA rovnice

AX +BY = EplX
B'X +AY = —E, Y. (29)

Energia E,,, predstavuje excita¢ni energiu systému, t. j. E,,, = E1 — E, ;. Mati-

cové elementy A, B,U si dané vyrazmi

A = (rpa|[B, Hp, B']|rpa)
B = (rpa|[B, Hg, B]|rpa) (30)
U = (rpa|[B,B']|rpa) = 1.

Z analytickych vyrazov pre A, B,U (vid. dodatok C) vidno, Ze maticovy element
A je realny, ale B je vo vSeobecnosti komplexny. V naSom vypocte sa podobne ako
v [18] obmedzime na pripad, ked varia¢né amplitidy X, Y st redlne. Tento vyber
je podporeny faktom, Ze vlnové funkcie najdené diagonalizaciou fermiénového
hamiltonianu (7) st linedrnymi kombinéciami stavov (AT)"|0) s redlnymi koefi-
cientami. Stav |Q) vytvoreny fonénovym operatorom (25) by mal byt bozénovym
obrazom prvého excitovaného stavu vo fermiénovom priestore, mal by teda obsa-
hovat iba realne koeficienty.

Z podmienky redlnosti pre X,Y vyplyva, Ze aj B musi byt redlne, a preto
uvazujeme iba pripady 0 = kn/2 a ¢ = nm (k,n = £1,£2,...).

Parameter r eliminujeme podmienkou, Ze stredn& hodnota hamiltonianu v za-
kladnom stave dosahuje svoje minimum vzhladom na r. Pre stredni hodnotu

)

hamiltonianu H ](31 plati

H= (rpa\H?\rpa) = Hgr® + Her® + Hyr* + Hor? + H,. (31)
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anzatz pre |RPA>
parametre r,p,,0
Var. podmienka
pre min. <rpa|H|rpa>

Podmienka
realnosti B

rovnice

rovnice

Amplitady X,Y
energia Q

’
RPA

Obr. 4: Blokovd schéma vipoctu v QRPA-OGS.

Koeficienty H; zavisia od p, 8, ¢ a ich presné vyjadrenia si uvedené v dodatku C.

Stredna hodnota H je polyném 8. stupnia v r. Ak uvazujeme jednoduchsi
hamiltonian Hg), je jeho stredna hodnota polynémom iba 4. stupna v r. Kazdy
dalsi ¢len v bozénovom rozvoji hamiltonianu (19) prispieva do vyrazu pre stredni
hodnotu vy$Sou mocninou r.

Poziadavka minima H vzhladom na r na vedie k rovnici

% = r(8Hzsr® + 6Her* + 4Hyr” + 2H,) = 0. (32)
Rieseniami rovnice (32) st body
1. r=0
2. r#0, ktoré splitajii (8Hgr® + 6Her* + 4H,r? + 2H,) = 0.
Substitiiciou 7’ = r? ziskame z predchiddzajtcej podmienky kubicki rovnicu v 7/,
ktorej rieSenia st dané Kardanovymi vzorcami.

Postup pri QRPA-OGS vypocte je schématicky znézorneny na obrazku 4.
Vlnova funkcia |rpa) obsahuje 4 nezname parametre. ¢, 6 uréime z podmienky

realnosti maticového elementu B. Parameter r ako funkciu p, spliiajtci podmienku

(32) dosadime do vyrazov pre maticové elementy A, B a z jednej z rovnic (29)
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vyjadrime pomer %. Tento pomer dosadime do rovnice (28), ktorej vyriesenim
ziskame hodnotu parametra p,,;, odpovedajicu minimu H. Je potrebné overit,
¢i mé funkcia H(r, p) v tomto bode naozaj minimum. Ak &no, ziskané hodnoty
T'mins Pmin UrCUji spolu s ¢, 6 vlnova funkciu |rpa), takZe mozeme vypocitat
maticové elementy A, B a vyriesit QRPA rovnice (29), ktoré nam daju vari-
acné amplitidy X,Y a energiu vzbudenia E,,,. Vyhodou tejto procedury je,
7e najdeme vSetky mozné rieSenia, ¢o pri Standardnom itera¢nom rieseni QRPA

rovnic nevieme zarudit.
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4  Semiklasicky opis jadrového systému

Semiklasicky pristup [17] predstavuje prvy aspesny pokus opisu mnohonukleénovej
sistavy v oblasti ¢asticovo-Casticovej interakcie, kde standardnd QRPA zlyhé-
va. Jadrovy systém tu popisuju klasické pohybové rovnice, ktoré dostaneme ako

vysledok ¢asového varia¢ného principu
/ 0
5/<¢|H ~ i)t = . (33)
0

Podmienka (33) je ekvivalentné ¢asovej Schrodingerovej rovnici (A = 1) pre mno-
hocasticovy hamiltonidan H. V nasledujiicej ¢asti prezentujeme semiklasicky for-
malizmus aplikovany na protén-neutrénovy Lipkinov model vo fermiénovom aj

bozoénovom priestore.

4.1 Semiklasicky pristup vo fermiénovom priestore

Budeme uvazovat dva variaéné stavy |ir), |¢rr). Variaény stav I definuje vztah

9r(z,2")) = €414

0).

Predpokladame, 7ze A, A' spliaji komuta¢éné vztahy bozénového typu, teda
[A,Al] =1, [C, AT] = 24T, [A,C] = 2A. Kedze A, Al reprezentuju bifermiénoveé
operatory, ide v tomto pripade o kvazibozénova aproximéaciu. Po zavedeni ozna-
Cenia z = xr + 1y a zdmene parametrov z, y na £ = \/ix, n = \/iy vyplyvaji

z varia¢ného principu (33) Hamiltonove pohybové rovnice

oH oH —é. (34)

I n, R
3 on
Parametre n, £ hraju ilohu kanonickych stradnic vo fidzovom priestore a Hamiltono-

va funkcia H je definovana ako strednd hodnota hamiltonianu (7) v stave |t;).
1
Ho= (i H|yr) = 526+ 2)(€ +0%) + 2o(€ —7°). (35)

Z Hamiltonovych rovnic (34) dostaneme pre ¢ diferencidlnu rovnicu

£ +(2e+ X —2X0)(2e + A +2X9)€ =0, (36)
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¢o je rovnica linedrneho harmonického oscilatoran s uhlovou frekvenciou

w=1/(2e+ M) — 4 (37)

Treba zdoraznit, 7ze vyraz (37) je identicky so vztahom pre energiu vzbudenia,
ktort vypocitame v rdmci Standardnej (QRPA metody.

Uvazujme druhy variaény stav |¢;):

W}II(Za 2*)) — 6zAJf—z"A

0).

Na rozdiel od pripadu I teraz predpokladame presné fermiénové komutaéné vztahy

[A4,AT] =1 - 5, [C,Af] = 241, [A,C] = 2A. Stredna hodnota hamiltonianu

20
v stave [¢;;) a element (wn\%\wn) maju tvar [17]
Ho=(ulHlpm) = 46V + 020UV + V') + 220 - YU (V2 + V™),
a .
<'¢)II|§|1/)II> = —20 sm2(p¢). (38)

Zavedené parametre sivisia s predchadzajicimi nasledovne:
z=pe® U =cosp,V =e “sinp.

Zamenou stradnic (z, z*) — (r, ¢), kde r je dané vzfahom r = 2Qsin? p,
dostamene z varia¢ného principu (33) klasické Hamiltonove rovnice pre kanonické
stradnice (7, @).
oH oH .
— = — =r. 39
or 0¢ (39)

Hamiltonova funkcia vyjadrena v stiradniciach (r, ¢) ma tvar

_(.b,

r r? 20 — 1 r
H = 2er + \ [r (1 - ﬁ) + @} + 2N (1 . ﬁ) cos26.  (40)

Pohybové rovnice (39) su v tomto pripade nelinearne, preto nemaji jednoduché
analytické rieSenie. MoZeme néjst body, v ktorych Hamiltonova funkcia (40)
nadobida minimum a rovnice linearizovat v okoli tohto minima. Stacionérne
body, v ktorych su parcidlne derivacie ‘H podla r, ¢ nulové uréuju mozné mi-
nimum energie:

B 202 2€+)\1—2)\2+?2—2
20 —1 AL — 2) ’

bo =7/2. (41)

To
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Zaujimavé je, Ze minimum v tomto pripade nelezi v poc¢iatku kanonickych sturad-
nic. Tato skuto¢nost sa interpretuje ako fazovy prechod jadrového systému. Exis-
tencia tejto “novej” fazy je dovolena najmé vdaka zapornej hodnote koeficientu
A1, ktory odzrkadluje prifazlivy charakter parovacej interakcie.

Linearizacia rovnic okolo minima vedie k periodickému pohybu vo fazovom

priestore s harmonickou frekvenciou w.

W= [47& (26+A1—2A2+%> (26—)\1+2)\2+ Ma&)} . (42)

AL — 2
Harmonicky mod s energiou w opisuje malé oscilacie systému okolo “deformovaného”

zékladného stavu.

4.2 Semiklasicky pristup v bozénovom priestore

V tejto Casti st prvykrat odvodené vztahy potrebné pre semiklasicky vypocet
v bozénovom priestore s Marumoriho mapovanim jadrového hamiltonianu. Ako

variaény stav budeme teraz uvazovat
i
(2, 27)) = 77 F|0),

kde B, B st bozénové operatory spliajiice komutaény vztah [B, Bf] = 1.
Marumoriho mapovanim sme nagli obraz hamiltonianu (7) v bozénovom pries-

tore (19). Pre stredni hodnotu hamiltonianu (19) v stave [¢(z, z*)) plati

H = (Y| Hp|Y) = 0112" 2 + g (2% + 2%) + ez 22 + ans(2° 2% + 2°°2)

g (222 4 21 22) + a5 (2722 + 2*°2P). (43)

Po zavedeni oznacenia z = x+1y, 2* = x—1iy a preSkalovani siradnic definovanom

vzfahmi & = /22,1 = v/2y dostaneme pre strednii hodnotu (43) vyjadrenie

H(En) = %%1(7)2 + &%) + axn(& —n?) + ia22(252772 +nt + 54)

1

sl =) + on(€ln? — €' =P +€) (44)

1
+§0«’35(2§6772 —26%0° + € —1P).
Z varia¢ného principu (33) vyplyvaji pre funkciu (44) Hamiltonove pohybové

rovnice.
oH . oH
= =£. (45)

=" T
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Po dosadeni (44) do (45) ziskame sustavu rovnic

FE+LRE+RE+HE = -1
Gantent e tan = & (46)

kde funkcie f;, g; si nasledovné:

_ 9 1. .4 1 6 _ 2 1 ed 1 6
J1 = an1t2a00+an  — 500" —a351°, g1 = 1 —20an0+ 0"+ 50018  + 5358

_ 2 _ 2
fo = aoe + 20113 + aun?, g2 = Qi — 20113 — 4§
_ 3 3 2 _ 3 3 2
f3 = Saos + SassT, g3 = —3001 — 5035

fa = s, g1 = —Qs35.

Systém diferencialnych rovnic (46) je viazany a neda sa previest na jednu rovnicu,
ako sme mali v pripade kvaziboz6énovej aproximécie. Pri rieSeni sa obmedzime iba
na pripad malych oscilacii okolo minina energie.

Ak Hamiltonova funkcia nadobtida v bode &y, 7y minimum, potom pri uvazo-
vani malych oscilacii & + p, no + ¢, s vyuZzitim podmienky %—Zf leomo = 0, %—? leoo =0
a po zanedbani ¢lenov vyssich radov p,q dostanene zo (46) zjednodusené pohy-

bové rovnice v tvare

a p = —q
a2 q = p (47)

Eliminé4ciou premennej p sa dostavame k rovnici harmonického oscilatora
q +w?q = 0. (48)
Pre frekvenciu w plati w = \/ay.a,. Koeficienty a;, as st dané vztahmi

15 1
a1 = a1+ 2090 + an(ny + 3&) + 6a13E] + an(3mE; + 553 - 5773)

1 15
+ ass(760 — 570 + 5 &),
15 1
ay = oq1 — 200 + 0422(53 + 3773) - 60413773 - 0424(377353 + 5773‘ - 553)

1 15
— azs (TS — 5&? + 753773)-

Pre vypocet harmonickej frekvencie w musime najskor najst body (no, &), v kto-

rych dosahuje strednd hodnota hamiltonianu (43) svoje minimum.
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5 Numericki aplikacia metod

Vypocet sme uskutocnili pre modelovy pripad systému 4 proténov a 6 neutrénov
pohybujicich sa vo vrstve s uhlovym momentom j = %. Parametre casticovo-
Casticovej a Casticovo-dierovej interakcie k, Y, ktoré vystupuji v modelovom
hamiltonidne (7) s preskilované : k — &' = 2Q &, x = X' = 2Q x. Ener-
giu kvéazicastic € sme polozili 1MeV, parameter x sme zvolili 0.5M eV, zatial¢o
k' povazujeme za volny parameter v intervale (0,3) MeV. Uvedeny vyber je
casto pouzivany pri §tididch v rdmci protén-neutrénového Lipkinovho modelu

[16, 18, 14, 25, 27].

5.1 RieSenia v QRPA s optimalnym zakladnym stavom

Vypocet bol uskutotneny pre 3 reprezentécie bozoénového hamiltonianu (19):
HY HY | HI (vid. kap. 3.2).
V tabulke 1 st uvedené vypocitané hodnoty parametrov vinovej funkcie |rpa)

a energie vzbudenia a zakladného stavu. Index (1) odpoveda vypoctu s Hg),

pripad (2) oznaluje vysledky ziskané s Hg). Z tabulky 1 je zrejmé, Ze vplyv
¢lenov v bozénovom rozvoji hamiltonidnu timernych sy, a35 je maly. Rozdiel
vypoéitanych energii v pripadoch (1) a (2) je AE = E®) — E® ~ 0.0001 —
0.003 MeV pri¢om sa s narastom ' zvacsuje.

Na obrazku 5 je znazornena zavislost parametra vlnovej funkcie p od hodnoty
p-p interakcie £'. Pri zvolenych parametroch standardna QRPA (QBA) kolabuje
v blizkosti k. = 1.06 MeV. Pre k < k. existuju iba rieSenia al, a2. RieSenie al
nebolo doteraz v QRPA vypoc¢toch najdené, pretoze tieto boli robené iteracne.
Originalny QRPA-OGS vypocet zarucuje najdenie vSetkych rieSeni.

Pre k = 1.23 MeV rieSenie al spojite prechadza na typ cl. Pre al a cl
je charakteristicka vysokd hodnota energie zdkladného stavu E,; a velmi nizka
energia vzbudenia E,,,. Priebeh E,; a E,,, v zavislosti od &’ pre rieSenia al, cl
je znazorneny na obrazku 9.

RieSenie a2 existuje pre £’ z celého intervalu (0, 3) MeV, teda daleko za bodom
kolapsu $tandardnej QRPA. Hodnoty energii zodpovedajtice pripadu a2 st podob-
né vysledkom najdenym v QRPA-EPP [16].
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Tabulka 1: Vypocitané energie vzbudenia (E,,,) a energie zdkladného stavu
(Ey.s) v rdmci QRPA s opt. zdkl. stavom pre k' = 0.5, 1.5 a 2.5, ¥’ = 0.5 a

j=9/2.

Typ ¢ 6 p® +r@®  EL  EWN @ +@  EQ  EQ
k' =0.5

al 0 - 0.7445 0  0.0484 6.8023 0.7568 0  0.0464 7.0013

a2 w - 0.1137 0  1.9063 -0.1037 0.1137 0  1.9064 -0.1037
k'=1.5

a2 71 - 0.3084 0  0.9088 -0.6786 0.3085 0  0.9082 -0.6788

cl 0 7 0.7349 0.7741 0.0361 6.5762 0.7554 0.6619 0.0243 6.9500
k'=25

a2 1 - 0.3995 0  0.6764 -1.8391 0.3999 0  0.6754 -1.8353

cl 0 m 0.7487 1.2714 0.1541 5.2013 0.7796 1.1517 0.1118 5.9960

2 71 m 03838 0.2846 0.7202 -1.8336 0.3842 0.2849 0.7191 -1.8353

3 0 7 -0.0418 1.6843 4.5827 -3.6071 -0.0416 1.6848 4.5800 -3.6086

Pre k' > 1.53MeV existuju okrem rieSenia a2 dalSie dva nové mody ¢2, ¢3.

)

Tieto najdeme iba v pripade hamiltonanu Hg) a Hg . Pri vypocte s kvadratickym

hamiltonanom Hl(;QBA) uvedené rieSenia neexistuja.

Na obrazku 8 st vykreslené vypocitané energie pre rieSenia a2, ¢2, c3. RieSenie
a2 dobre popisuje presné hodnoty energii do k' & 1.5 MeV'. Pre vyssie hodnoty
p-p interakcie je odchylka od presnej excitacnej energie vicsia (~ 0.7 MeV) a
odchylka od exaktnej energie zdkladného stavu dosahuje az 3 MeV. Naproti tomu,
nové rieSenie ¢3 dobre popisuje zédkladny stav v celej oblasti svojej existencie.
Druhy novy mod ¢2 takmer kopiruje priebeh a2 rieSenia.

Na obrazku 4 je znizorneny priebeh strednej hodnoty hamiltonidnu v rpa
vakuu v zavislosti od parametra r. Zaujimavé je, ze v pripade rieSeni cl, c2, c3
sa minimum energie nenachadza v pociatku siradnic, ale existuji dve minim4
v bodoch =+7r,,;,. Pre velké hodnoty p-p interakcie dochadza teda k spontannemu

naruSeniu symetrie zédkladného stavu. Tento fakt indikuje fazovy prechod jadra

zo sférického do deformovaného tvaru.



5 NUMERICKA APLIKACIA METOD 29

Tabulka 2: Energie zdkladného stavu E, 5. a harmonické frekvencie w vypocitané
v rdmct semiklasického formalizmu aplikovaného na proton-neutronovy Lipkinov

model s j = % a odpovedajice energie ndjdené v QRPA vijpoctoch.

K 6(1) 77(1) w® Eélg §(2) 77(2) w® Eézs) Erpa ngg

05 0 0 1.8254 0 0 0 1.8254 0 1.8009 -0.1199
1.5 0 1.6147 2.1588 -0.4833 0 1.6142 2.1584 -0.4830 - -
25 0 23406 4.5065 -3.5787 0 2.3399 4.5039 -3.5712 4.5827 -3.6071

5.2 Semiklasicky vypocet

Tabul'ka 2 ukazuje hodnoty ziskané semiklasickym vypo¢tom v bozénovom pries-
tore. Indexy (1) a (2), podobne ako v predchadzajiicom, oznatuji vypocet s hamil-
tonidnom Hl(al) resp. Hg). 7 vypocitanych hodndét je zrejmé, Ze ¢leny v hamil-
tonidne Gimerné amy, azs maji velmi maly vplyv, nakolko rozdiel energii v pri-
padoch bozonového mapovania (1) a (2) dosahuje maximéalne 0.003 MeV'.

Treba poznamenat, Ze v oblasti k' < 1.104 MeV sa na$lo iba jedno mini-
mum Hamiltonovej funkcie (44), a to v bode (1,&) = (0,0), kdezto pre k' >
1.104 M eV méme dve minimé zodpovedajice rovnakej energii v bodoch (1, &) =
(£a, 0), kde hodnota a zavisi od &'

Na obrazku 10 je porovnanie harmonickych frekvencii w vypocitanych v bo-
zonovom a vo fermiénovom priestore. Je zrejmé, Ze bozonové rieSenie je v dobrej
zhode s fermionovym, teda bozénové mapovanie hamiltonianu je dostacujuce.
Pozoruhodny je stivis harmonickych frekvencii w s rieSeniami typu ¢3 z metody
QRPA-OGS. Z obrazka 8 vidime, Ze mod ¢3 pre ' > 1.6MeV takmer kopiruje
priebeh w. Pre k' < 1.104MeV mé4 semiklasicka frekvencia w podobny priebeh
ako QBA (v pripade fermiénového rieSenia st totozné). Stivis ¢3 rieSenia z metody

QRPA-OGS a semiklasického rieSenia je ndzorne ukdzany na obrazku 7.
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5.3 Stredné hodnoty poctu kvazicastic

Dolezitou charakteristikou pri porovnéavani kvality QRPA metod je stredny pocet

kvazi€astic v zdkladnom (INy) a excitovanom stave (V).

Ny = (RPA|%RPA), N, = (RPA\Q%QT\RPA)

Kedze QRPA-OGS je formulovana v bozonovom priestore, pre vypocet Ny, N;
musime néjst bozénovy obraz operatora C'. Marumoriho mapovacim postupom

(dodatok B) dostaneme pre bozonovy obraz
Cp = 2B'B. (50)

Obraz operatora C' dany rovnicou (50) je uplne presny, nakolko dalsie ¢leny
bozénového rozvoja st nulové.

Na obrazkoch 11 a 12 st znédzornené vypocitané hodnoty Ny a AN ako funkcie
p-p interakcie. Vypocty boli uskutoénené pre bozénové obrazy Hg) a Hg), no
korekcie pochédzajice od ¢lenov timernych as4, 35 st podobne ako v pripade
energii velmi malé. Z obrazka 11 vidno, Ze rieSenie typu a2 dobre simuluje vysled-
ky ziskané diagonalizaciou iba do hodnoty k' =~ 1 MeV. V oblasti k' > 1.5MeV
najlepsie stuhlasi s diagonalizdciou méd ¢3 a semiklasicky vypocet. Pre excitovany
stav sa QRPA-OGS vypocty znacne liSia od exaktnych vysledkov z diagonalizacie
hamiltonianu.

Z priebehu AN (obrazok 12) je zrejmé, Ze dobra zhoda sa dosahuje len
pre malé hodnoty ', ¢o v8ak poskytuje aj Standardnd QRPA (QBA). Pre &' >
1.5MeV ani jedno z rieSeni nepopisuje korektne exaktné hodnoty. RieSenia a2, c2
maju rastuci charakter, naopak hodnoty z diagonalizacie klesaji k nule. RieSe-
nie ¢3 méa priblizne konStantny priebeh a je najbliz§ie k hodnote z diagonalizacie

hamiltonianu.

5.4 Amplitady Fermiho 8 prechodov

Pri opise 3 prechodov jadrovych systémov maja kIi¢ova tlohu maticové elementy

B* operatorov. V kvazic¢asticovej reprezentéicii maju operatory 8% tvar

B = \/Q_Q(upvnA‘L + vpunA), BT = (B, (51)
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pri¢om sme zanedbali, podobne ako pri odvadzani hamiltonianu (7) tzv. rozptylové
¢leny (vid. kapitola 2.1). Bozénové obrazy operatorov A, Af st podla Marumori-

ho mapovania nasledovné:

Al = a10B" + 4 B'B'B + 43, Bt BB BB + a4s B'B'BIBIBBB + . . .,
Ap = (Ap)Y, (52)

kde pre koeficienty a;; platia vztahy

1 1 1 1 1
ap =1, ay = l_ﬁ_l’ a2 = 5 1—5— 1_ﬁ+§’

1 1 3 21 1
Qa3 = — —_—— — Q39 — — — —.
® 76 20 T 9 T

Fermiho operatory AT nemaji presné bozénové obrazy, ako to bolo v pripade
operatora poc¢tu kvézicastic. Pri vypoc¢toch berieme do tivahy iba niekol'ko prvych
¢lenov rozvoja (52).

Vypodet maticovych elementov < B* >= (0f|3F|RPA)" sme uskutocnili
pre nasledujice pripady:

I. Operatory A, A" uvazujeme ako bozénové, teda Ag = B, ATB = Bt
II. V bozonovom rozvoji (52) uvazujeme ¢leny imerné ajg, as;.
III. V bozénovom rozvoji (52) uvazujeme ¢Eleny timerné aig, ag1, 431, G43.

Na obrézkoch 13 a 14 si nakreslené priebehy [ amplitid ako funkcie p-p
interakcie pre jednotlivée QRPA-OGS rieSenia spolu s vysledkmi so Standardne;j
QRPA a diagonalizacie hamiltoninu.

Riegenie a2 dobre stihlasi s diagonalizaciou iba do hodnoty ' ~ 1MeV. Vplyv
mapovania operatorov A, A' je vyrazny iba pre riefenia ¢2 , ¢3, pri¢om z priebehov
na obrazkoch 13 a 14 vyplyva, Ze rozhodujici je prispevok prvych dvoch ¢lenov
rozvoja (pripad II). Dodanim dalsich ¢lenov (pripad III) sa rieSenia iba mierne
zmodifikuju.

V pripade < S~ > amplitiudy ani jedno z rieSeni nepopisuje korektne spravanie
sa exaktnej hodnoty pre velké x'. Priebeh exaktného rieSenia < St > pre &' >
1.5 MeV kvalitativne reprodukuje mod —c3 (maticové elementy moZeme uvazovat

s Tub. fazou).

7|07) oznacuje prvy excitovany stav, omu v tomto pripade zodpoved4 stav Qt|RPA)
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5.5 Ikedovo sumac¢né pravidlo

Pomocou vypoéitanych 4% amplitid je moZné preverit splnenie Ikedovho sumac-
ného pravidla [30, 31, 32|. V nasom modelovom pripade je Fermiho § operator

dany vztahom

FE=2m (54)
k
kde T,?: oznacuje zvySovaci resp. znizovaci izospinovy operator a sumujeme cez jed-
notlivé jednocasticové stavy. Silové funkcie pre 3 prechody S* st dané kvadratmi
B* amplitad. Pre rozdiel S~ — S* dostavame

§™— 5T = (071 D 05)(0F 1 D77 107) — 0 Y m 10)(0F 1Y 7710h)

= (0F|my = [07) = (072 70Ty =N - Z.
k k

Stav |07) oznacuje zdkladny stav jadra, |0;) predstavuje i—ty vzbudeny stav.
Vyuzili sme tplnost stavov |0]), teda > 10)(0;| = 1 a fakt, Ze izospinové opera-
tory pre rozne k,l komutuju. Z

V studovanej QRPA-OGS metdéde mame iba jeden vzbudeny stav a zakl. stav

je dany vlnovou funkciou |RPA), preto pre ST, S~ plati
S™=|0f[B7|RPA)?, ST =[{0f|BF|RPA). (55)

Je zndme, Ze Tkedovo sumacné pravidlo je automaticky splnené v Standardne;j
QRPA [24] a naruSuje sa v renormalizovanej QRPA [14].

Pre na§ modelovy pripad mame N — Z = 2. Z obrazka 15 vidno, Ze ani
exaktné riesenie nespliia Ikedovo sumaé¢né pravidlo a pre ' > 1 MeV je odchylka
od pozadovanej hodnoty zna¢na. Pravdepodobnym dévodom totho javu je zaned-
banie tzv. rozptylovych ¢lenov pri odvadzani kvéazi¢asticového hamiltonidnu (7).
Ciara I predstavuje pripad, ked uvazujeme operatory A, A" vstupujice do ma-
ticovych elementov < A% > ako bozénové. V tomto pripade je Ikedovo pravidlo
splnené presne. Trend rieSenia z diagonalizacie hamiltonianu najlepsie reproduku-

je mod €3 s najpresnejsim mapovanim /5 operatorov (III).
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5.6 Maticovy element 2v33 prechodu

VInové funkcie vypocitané pomocou metédy QRPA-OGS boli pouzité na vy-
pocet maticového elementu dvojneutrinovho dvojitého beta prechodu. V ramci
pouzitého QRPA-OGS pristupu méme iba jeden vzbudeny stav, preto ma Fermi-

ho maticovy element tvar [33].

J(RPAISH(0F)y (07 |5 |RPA);

M2Vﬂ,3 —
F Eorra + A

(56)

Indexy %, f oznacuju stavy inicdlneho resp. finadlneho jadra, £qrpa predstavuje
excita¢nu energiu vypocitani QRPA metdédou.
Numericky vypocet Fermiho maticového elementu sme previedli pre jadrovy

prechod:
(Z=6, N=14) = (Z+2=8, N —2=12),

pricom modelové parametre sii zvolené nasledovne:j = % aA= 0.5MeV.
Vysledky ziskané s roznymi aproximéciami st znézornené na obrizku 16.
V pripade $tandardnej QRPA (QBA) hodnota maticového elementu kolabuje
pri ¥ =~ 1MeV . RieSenia ziskané v ramci nového QRPA-OGS pristupu existu-
ju v celom intervale (0,3) MeV. Zaujimavy je priebeh exaktného rieSenia, ktoré
v blizkosti k' = 1.25MeV prechadza do zapornych hodnot. Kvalitativne jeho
priebeh najlep§ie simuluje kombinované rieSenie ¢23 (vlnové funkcie inicalneho
jadra su rieSenia typu ¢2, findlneho ¢3). Stupenn bozénového mapovania § opera-
torov je rozliSeny indexami I, II, III, rovnako ako v pripade < S* > amplitud.
Paradoxne sa v tomto pripade exaktnéhu rieSeniu najlepsie priblizuje mod ¢23 1,

¢ize vypocet s najmenej presnymi obrazmi 5% operatorov.
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Obr. 5: Parameter p vinovej funkcie RPA ako funkcia casticovo-casticovej in-
terakcie k'. Linia (1) odpovedd bozdnovému hamiltonidnu Hg), pripad (2) pred-
stavuje vijpocet s Hg). Pre rieSenia a2, c2, ¢3 je rozdiel medzi pripadmi (1) a (2)
maly, takZe grafy sa pri zvolenej skdle prekrijvaji.
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Obr. 6: Priebeh strednej hodnoty hamiltoniinu (rpa|H|rpa) v zdvislosti
od parametra r pri hodnote k' = 2.5MeV .
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K =25
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Obr. 7: Strednd hodnota hamiltonidnu pre QRPA-OGS rieSenie typu c3 a semi-
klasické riesenie v zdvislosti od parametra r.

Erpa

rrrrrrrrrr semikl. N
- - diag. N

Obr. 8: Energia zdkladného stavu E, 5. a energia vzbudenia E,,, pre rieSenia typu
a2, c2, c3. Pre porovnanie su zndzornené exaktné hodnoty ziskané diagonalizdciou
hamiltonidnu a energie vypocitané v ramci semiklasického pristupu.
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Obr. 9: Energia zdkladného stavu E, s a energia vzbudenia E,,, pre riesenia typu

al, cl1. Priebeh (1) zodpovedd bozdnovému hamiltonidnu Hg), (2) predstavuje

vypocet s hamiltondnom Hg).

— —— ferm. priestor
—— boz. priestor ~

Obr. 10: Semiklasickd harmonickd frekvencia w vypocitand v bozonovom a fer-
midnovom priestore v zdvislosti od K'.



5 NUMERICKA APLIKACIA METOD 37

| P
3F o l e
| e
——-c3 7,7
| 7
— a2 I z7
25 + . P -
—-— diag. | ////
[  ——- semikl. | ////
2 ——-oeA | e ]
o | !
=2 , |
1.5 r |
|
|
1+ |
|
0.5
ol
0

Obr. 11: Strednd hodnota poctu kvdzicastic v zdkladnom stave pocitand metodou
QRPA-OGS a semiklasickym formalizmom ako funkcia «'. Pre porovnanie siu
zndzornené hodnoty z diagonalizdcie hamiltonidnu a Standardnej QRPA(QBA).

AN

Obr. 12: Diferencia strednijch hodndt poctu kvdzicastic v excitovanom a zdklad-
nom stave vypocitand v rdmci QRPA-OGS. Pre porovnanie si zndzornené vijsled-
ky ziskané diagonalizdiciou hamiltonidnu a Standardnou QRPA(QBA).
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Obr. 13: Amplitida 5~ prechodu medzi zdkladngm stavom a prvgm excitovangm
stavom ako funkcia k'. Oznacenia I, 11,111 zodpovedaji roznym stupfiom mapovania

B~ operdtora.
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Obr. 14: Amplitida 8T prechodu medzi zdkladnym stavom a prvym excitovanym
stavom ako funkcia k'. Oznacenia I, 11111 zodpovedaji roznym stupfiom mapovania

BT operdtora.
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Obr. 15: Priebeh ST —S~ v zdvislosti od k' pre jednotlivé rieSenia ziskané v ramci
QRPA-OGS. Indexy I, II, I1I oznacuji vijpocty s réznyni stuptiami mapovania f*

operdtorov.
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Obr. 16: Maticovyj element Fermiho 2v33 prechodu ako funkcia «'. Oznacenia

LILIII zodpovedaji réznemu stupriu bozénového mapovania 3% operdtorov.
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6 Zaver

Za jeden z najvhodnejSich sposobov opisu 5 a 8 prechodov jadier s otvorenou
vrstvou je v sucasnosti povazovana standardnd metdda QQRPA (Quasiparticle
Random Phase Approximation). Napriek tuspechu tejto metody, ktorym je napr.
vysvetlenie potla¢enia 33 prechodov je potrebné ist za jej rAmec a rozvijat nové
mnohonukleénové teérie. Dévodom st dva nedostatky, ktoré znizuja jej pred-
povedaciu schopnost.

Prvym nedostakom je extrémna citlivost vypocitanych hodnét g a S8 ma-
ticovych elementov na hodnote Casticovo-Casticovej interakcie jadrového hamil-
tonianu. V oblasti jej predpokladnych fyzikalnych hodn6t nadobtida maticovy ele-
ment dvojneutrinového 33 prechodu nulovii hodnotu, ¢omu zodpoveda nekonecny
pol¢as rozpadu. Ked'Zze dvojneutrinovy mod bol experimentalne potvrdeny pre via-
ceré jadré, je tento fakt v rozpore s experimentilnymi tidajmi.

Druhym nedostatkom je kolaps rieseni standardnej QRPA metody v dosledku
tzv. kvazibozonového pribliZzenia, ktoré sposobuje nekontrolovatel ny rast korelacii
zékladného stavu. Vysledkom je, Ze od urcitej hodnoty Casticovo - ¢asticovej in-
terakcie neexistuji v Standardnej QRPA rieSenia.

PribliZenia mnohonukleénovych teorii a ich dosledky je vhodné skimat v ram-
ci schématickych modelov. Nedavno bola na priklade jednoduchého modelu prezen-
tovana nova metoda opisu mnohonukleénového systému - QRPA s optimdlnym
zdkladngm stavom (QRPA-OGS) [18]. Pomocou zavedenia origindlneho anzatzu
pre vlnovi funkciu bola umoznené optimalizacia zakladného stavu a stic¢asné riese-
nie QRPA rovnic. Hlavnym tuspechom tejto metédy je néjdenie novych rieSeni
v oblasti za kolapsom Standardnej QRPA. Niektoré z nich suvisia so spontannym
narusenim symetrie zdkladného stavu systému.

Néplhou tejto prace bolo Stidium podstaty vzniku novych rieSeni v ramci
QRPA-OGS metody. Pre tento ucel bol uskuto¢neny vypocet s presnejSim bozo-
novym obrazom jadrového hamiltonianu v rdmci protén-neutrénového Lipkinovho
modelu. Predmetom zaujmu bolo zistit, ¢i presnejSie mapovanie hamiltonianu
nepovedie ku vzniku novych rieseni. Pre potrebu interpretacie jednotlivych rieSeni

bola uskuto¢nené konfrontacia s rieSeniami najdenymi pomocou Semiklasického
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pristupu [17], ktory bol prvykrat formulovany s pouZitim Marumoriho mapova-
cieho predpisu.

Hlavné vysledky prace mozno zhrnut do nasledujicich bodov.
Odvodili sme analytické vztahy potrebné pre QRPA-OGS a Semiklasicky vy-
pocet s presnejsim mapovanim modelového hamiltonidnu do bozénového priestoru.
Porovnanie energii ziskanych s novym, presnej§im mapovanim hamiltonianu
s vysledkami, ktoré boli dosiahnuté v originalnej praci [18] ukazalo, ze dodato¢né
¢leny v bozénovom rozvoji hamiltonidnu malo modifikuji zname rieSenia. Vy-
nimku tvoria rieSenia al, ci, kde sa vplyv presnejSicho mapovania hamiltonianu
viditeIne prejavil. Interpretacia tychto modov nie jasné, pretoZe su charakterizo-
vané vysokou hodnotou energie zdkladného stavu a nizkou energiou vzbudenia.
Predpokladame, Ze tieto m6dy by mohli siivisiet s vy$s§imi vzbudeniami jadrového
systému.
Pauliho vylucovaci princip je v QRPA-OGS vypoéte dostatocne zohlad-
neny s bozénovym obrazom hamiltonidnu, ktory obsahuje kombinacie najviac 4
krea¢nych a anihila¢nych operatorov. Vypocet s presnejSim bozénovym obrazom
hamiltonianu je naro¢ny z analytického aj numerického hladiska, pri¢om nedojde
k vyraznej modifikicii uz zndmych vysledkov.
Ukéazali sme, Ze pri vypocte s presnejsim bozénovym obrazom jadrového
hamiltonianu sa neobjavuju dal§ie nové rieSenia za bodom kolapsu $tandardnej
@RPA metody.
Ako referen¢né studia bol prvykrat uskuto¢neny Semiklasicky vgpocet s Maru-
moriho mapovacou procedirou. Rozdiely medzi vysledkami nijdenymi v ramci
tohto pristupu a presnymi hodnotami z diagonalizicie hamiltonidnu poukazuju
na pritomnost anharmonickych efektov vo vzbudeniach mnohonukleénovych sys-
témov.
Dobry suhlas ¢3 riesenia najdeného v QRPA-OGS so semiklasickym rieSenim
potvrdzuje, Ze excitacie mnohonukleénovej ststavy opisované tymto rieSenim od-
povedaju harmonickym vzbudeniam systému.
Vysledky vypoctu stredného poctu kvazicastic v zakladnom a excitovanom
stave ukazuji, ze QRPA-OGS korektne opisuje korelacie v zakladnom stave a

nadhodocuje korelacie v excitovanom stave, najmé v oblasti za kolapsom $tan-
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dardnej QQRPA metody.

Hodnoty AT amplitid a Fermiho maticového elementu pre 2v33 prechod
v ramci QRPA-OGS ukazuju, Ze vysledky podstatne zavisia najmi od prvych
dvoch ¢lenov v bozénovom obraze bifermiénovych operatorov A, Af.

Vsetky dosiahnuté vysledky ukazuju, Ze presnejSim bozénovym mapovanim
jadrového hamiltonianu sa v rdmci QRPA-OGS neziskaji nové rieSenia a zndme
rieSenia sa vyrazne nezmenia. Dolezitost presnejSieho mapovania fermiénovych
operatorov sa ukazala opodstatnené v pripade 8 prechodovych operatorov. Uve-
dené studie ukazali, Ze dalSie zlepSenie opisu mnohonukleénovej stustavy za ko-
lapsom Standardnej QRPA metody zrejme suvisi s doposial nepreskimanou moz-
nostou, a to modifikdciou fonénového operatora uvazovanim nelinearnych ¢lenov
v jeho rozklade. Nase predbezné Studie ukazuji, zZe v uvazovanom schématickom

modeli je QRPA vypocet s takymto fonénovym anzatzom realizovateIny.
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A Bogoliubov-Valatinova transformacia

Modelovy hamiltonidn méa v reprezentacii Casticovych krea¢nych a anihila¢nych

operatorov tvar (neuvazujeme rezidualnu interakciu H,.s):
H=H,+ H,. (57)

Hamiltonian obsahuje jednocasticovy ¢len a péarovaciu interakciu [2] typu proton-
proton, neutrén-neutron.
H, =e; ZCLT Crm — Gy Z al & GrmiGrme, T =Dp,n. (58)
— ™ 4 ’ Tm="Tm
m,m

Fermiénové krea¢né a anihila¢né operatory splhaji antikomutaéné vztahy
{Gjrm, CL’rm’} = 5mm’7 {ava a'Tm’} =0. (59)

Prechod ku kvazicasticovému hamiltonianu je dany Bogoliubov-Valatinovou trans-

forméciou [1, 2, 3] separatne pre protéony a neutrony.

T T

al = Ur@) o — Vrlrmy O, = VG + Urlrpy. (60)

Tm

Pre kvazicasticové operatory pozadujeme splnenie antikomuta¢nyh vztahov.
{Ckim, CkTm’} = 5mm’7 {aTma aTm’} =0. (61)

V doésledku parovacej interakcie st vytvarané pary nukleénov s opa¢nym uhlovym
momentom, ¢o ma za nasledok rozmazanie Fermiho hladiny. V nasom modelovom
pripade predpokladame sféricky symetricky stredny potencial, preto st jednocas-
ticové hladniny charakterizované kvantovymi ¢islami n, j, m. Kvadrat amplitiady

2

v? mé zmysel obsadenia hladiny |njm), , u

2

- reprezentuje pravdepodobnost, Ze

stav [njm), je neobsadeny, preto musi platit u? + v? = 1.

Kvazicasticovy hamiltonidn ma vo vSeobecnom pripade tvar

Clen H, neobsahuje kvazi¢asticové operatory o, H, zahfia ¢leny typu ofaf, v, of v
a H;,; obsahuje kombinécie 4 kvazi¢asticovych operatorov [2]. Koeficienty u.,, v,

hl'adame z podmienky diagonélnosti H,, ¢o v naSom modelovom pripade znamené

H, = Z eral, . (63)
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Pre pripad nukleénov pohybujicich sa vo sféricky symetrickom strednom poli
v jednej vrstve s uhlovym momentom j si energie kvéaziastic € rovnaké a pod-

mienka (63) vedie k rovniciam

(er —€)ur + Av, =0
Au, — (e + €)u, = 0. (64)

Energia ¢, predstavuje energiu jednocasticového stavu merana vzhladom na fer-

miho hladinu e = ¢’—A\. Parameter A, (tzv. gap parameter) je definovany vztahom

Ar =G uwr =Gr(2f + 1usv,. (65)

m>0
Vo v8eobecnosti predstavuje simultanne riesenie BCS rovnice (64) spolu s gap

rovnicou (65) pomerne zloZity problém, ktory sa riesi numericky. V naSom sché-

matickom modeli je mozné rovnice explicitne vyrie§it a pre u,, v, dostdvame

— & = 1_& (66)
Ve TV T o

N, predstavuje stredny pocet kvazi¢astic v stave |BC'S), pre ktory pozadujeme,
aby bol rovny poctu castic, teda N, = Z, N, = N. Kvézicasticova a Casticova

energia spolu stvisia vztahom e, = (/2 + AZ2.
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B Marumoriho mapovanie

Semiklasicky vypocet aj QRPA-OGS sme formulovali v bozénovom priestore.
Pre v8etky fermionové operatory vystupujice vo vypoctoch je preto potrebné
mapovacou procedidrou najst ich bozénové obrazy. Existuje viacero mapovacich
postupov (Dyson, Holstein-Primakoff, Belyaev-Zelevinski [1]), preto bozonovy
obraz fermiénového operatora nie je jednoznacny. V tejto praci je pouzitd schéma
bozonového mapovania podrobne diskutované v [27, 28, 29].

Nech Bf, B je kreaény resp. anihila¢ny bozénovy operator a stav |0) oznacuje

zodpovedajiice vakuum. Operatory splhaji bozénovy komutaény vztah
(B, B]=1, B|0)=0.

Definujeme bozonovy priestor B

— ___1_ _._1_ n :;—1— n n
B={|0)a\1)—\/ﬂBT\U),\Q)—@BTBT\U);--W) n!(BT) 0), 0< S2Q}-

a fermi6novy priestor F
F = {0}, [1) = Atj0),12) = ATAT0),...|n) = (41)"[0), ,0 < n <20},

Kazdému stavu v bozénovom priestore |n) zodpoveda vo fermiénovom pries-
tore stav |n). Obrazom fermionového operatora Op v B priestore je operator Op,
pre ktory pozadujeme rovnost zodpovedajicich maticovych elementov:

1 1
VNV Ny
Ny = (0]A™(A1)"10) =

= @a-n)i2)"

(n|Op|n'y = (n|Op|n"),  0<n,n' <29, (67)

Ked7e priestory F, B st tvorené ortogonalnymi stavmi (resp. ich lin. kom-
bindciami), podmienka (67) zarucuje, 7e v8etky vlastné hodnoty operatora Op
v priestore F st aj vlastnymi hodnotami operatora Og v priestore B.

Postup mapovania ilustrujeme na priklade operatora A. Bozonovy obraz ope-

ratora A je dany rozvojom

Ap =Y a; (B (B = awB+anB'BB+a»B'B'BBB+...  (68)

1,j20
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Koeficient a1y uréime z rovnosti

1 1
vV No vV N,

koeficient a9, z rovnosti

(1/47]0) = (1]a0 B'|0),

1 1

VN VN,

a analogicky postupujeme pri vypocte dalsich ¢lenov a;;. Pritom z ortogonality

<2|AT|1) = (2|CL10BJr + angTBTB\l),

stavov (n|n') = Opn, (n|n') = NyNuydpw je zrejmé, 7e v sume (68) s nenulové
iba niektoré ¢leny.
Pri vypoctoch sa zvycajne ohrani¢ime na niekolko prvych ¢lenov bozénového
rozvoja prislusného operatora. Bozénovy obraz operdtora je v takom pripade net-
- ’ . , . , e .
plny a rovnost maticovych elementov (67) je splnend len na uré¢itom podpriestore

B*) priestoru B.

1 1 1
B0 [2) = BB k) = (B0}

Cim védsia je dimenzia podpriestoru B®, pre ktory je podmienka (69) splnena,

5 = { o)1) -

tym presnejsi bozonovy obraz Op fermiénového operatora Op dosiahneme.
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C Maticové elementy
VInova funkcia v QRPA-OGS vypoctoch je dana anzatzom:
rpa) = eTe’|), (69)

kde T = t*B — TB', S = 2B'Bf — 2*BB a t, z st komplexné parametre:
z = pe'®, t =re?. Operator e° je mozné faktorizovat:

eS — ezBTBT—z*BB — eanze,B2+4BTBe'yB2’ (70)
pricom pre «, 3, ~y plati:

L 1 1
a=g e'? tanh(2p), B = ~1 In(cosh(2p)), v = ) e tanh(2p).  (71)

Pouzitim operatorového rozvoja

n - krat
Th ~ _7b = (_T)n 7 7 A
eae? =) b, b [b ) ] (72)
n=0
a faktorizacie (70) najdeme vztahy
e B' €% = cosh(2p)B" + e sinh(2p) B, e’T Bt " = BT — ¢,
e ¥ B e’ =¢€'? sinh(2p) B! + cosh(2p)B, e T Bel =B 1. (73)

Pomocou vyjadreni (73) a komuta¢nych vztahov pre B, B! vieme vypod&itat
maticové elementy (RPA|(BY)!B/|RPA). V QRPA-OGS vypoctoch boli potrebné

nasledujice maticové elementy (zaviedli sme substiticiu v = sinh p, u = cosh p):

(RPA|B|RPA) = —e "y

(RPA|B'BB|RPA) = — isin0(2v*r + r3) — cos (2v*r + r*) — uvr cos( — @)
+iuvr sin(6 — @)

(RPA|B'B|RPA) = v* + u?

(RPA|BB|RPA) = e "y 4 r’e™?"

(RPA|BBBB|RPA) = 3e*%u?v? + 6uvr?e’®+20) 4 4t

(RPA|B'BBB|RPA) = 3¢" (uv® + uvr?®) + ¢ (3v?r? 4+ r*)

(RPA|B'B'B'BB|RPA) = 2uwvr? cos(20 — ¢) + uv? + r* 4 2v* + 4v?r?
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(RPA|B'B'BBB|RPA) = —(3uvr® + 6uv’r)e =%
— (60273 4 607 + 1° + 3uv?r)e? — uvrdei30-9)
(RPA|B'BBBBB|RPA) = 15¢%?(u*v* + uv®r?)
+10e020) (3uv®r? + uvrt) + e (502" 4 r9)
(RPA|B'B'B'BBB|RPA) = cos(26 — ¢)(18uv®r?® + 6uvr*) + 9u’v*
+ 9uv?r? + 60 + 18v*r? + 7% 4 9v?rt
(RPA|B'B'BBBB|RPA) = " (6uvr® 4+ 12uv® + 24uv®r? + 3uv?®)
+ 20(r5 4+ 6ur? + 12042 4 8v?rt) 4 362092y %2 1 0Pyt
(RPA|B'B'BIBBBB|RPA) = —(3uvr® + 12uv’r?)e'30-9)
— (9uPv®r 4 36uv’®r + 36uvr® 4 6uvrs)e 079 — 3p3y2¢2e(7i(30-20)
— (36u*v'r + 18u*v%r® 4 24057 + 36v"r% + 17 + 120%75)e?
(RPA|B'B'B'B'BBBB|RPA) = 6uv?r* cos(460 — 2¢)
+ (96uv®r* + 12uvr® + 36uv®r? + 144uv®r?) cos(26 — ¢)
+ 9utv* + 240® + 36u0?r* 4+ T2u0® + 144uv*r? 4+ 96072
+ 78 + 72v'r* + 160%°
(RPA|B'B'BIBBBBB|RPA) = %= (45u%v*r? + 15u%v’r?)
+ €"(90uv®r* + 60uv” + 45uv° + 45uPv3r? 4+ 10uvr® + 180uv’®r?)
+ %0 (60v*r* + 600°r% 4+ 90uvtr? 4 30uv?rt + 18 4+ 150%°)

+ €= (15u03r* 4 3uvr®)

Maticové elementy A a B vystupujice v QRPA rovnici (29) najdeme pomocou

predchadzajucich vztahov.

A = (rpa|[B, Hg, B']|rpa) = Agr® + Ayrt + Aor? + A (74)

= o) + 4agv® + 6ag3uv cos(¢) + 48asuv® cos(¢)
+90aus5[uv® + 4uv®] cos(¢)
= dagy + 63 c0s(20) + 48an4[v? cos(26) + uv cos()]
+ 90a35[4v* cos(26) + 8uv® cos(¢) + u*v? cos(20 — 2¢) + 2u®v? cos(26)]
= 16094 cos(f) + 30ass[uv cos(—¢ + 46) + 6u® cos(¢) + 8uwv cos(26)]
= 30as; cos(26)
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B,

B,

Bs

B = (rpa|[B, Hg, B]|rpa) = Ber® + Byr* 4+ Bor? + By (75)

2019 + Qio[2uv cos(@) + 2i uvsin(¢)] + 6ayzv?

+ 6aoa]i u?v? sin(2¢) + uv? cos(26) + 4v* + 2u*v?]

+ 30a35[4v® + 6uv* + 3u*v? cos(2¢) + 3i uv? sin(24)]

29[ sin(26) + cos(26)] + 63 +

+ 120094 [2uv c0s(20 — ¢) + i uvsin(¢ + 20) + 3v? + uw cos(¢ + 26)]
+ 90035 [2uv® cos(¢ + 20) + u®v? cos(2¢) + 2i uv®sin(¢ + 20) + 2u?v?
+ 4o + i u?v?sin(2¢) + 4 cos(20 — ¢)uv?]

2094[(6 + 7 sin(460) + cos(46)] +

+ 30035[25 uvsin(¢ + 20) + 2uv cos(¢p + 26) + 4uwv cos(20 — @) + 6v*
+ i v?sin(40) + v? cos(46)]

20ai35[10 + 37 sin(460) + 3 cos(46)]

(1)

Pre stredni hodnotu bozénového hamiltonianu Hy’ v stave |RPA) dostaneme

H,

H= <Tpa|HB|Tpa> = HSTS + H(;T'G + H4’f'4 + H2T2 + Ho. (76)

110 4 2090uv c0s(¢) + ana[u®v? + 2v*] 4 6azuv® cos(¢)

+ 6a[4uv® cos(¢) + u*v® cos(¢)] + 30ass5[3uv® cos(¢) + 4uv” cos(¢)]
a1 + 200 €08(26) + 2005207 + uw cos(20 — ¢)]

+ 6a3[v? cos(26) + uv cos(¢)]

+ Ba4[2uv? cos(20) + 4v* cos(26) + Suv® cos(d) + u*v? cos(20 — 2¢)]
+ 300au35[4v° cos(26) + 12uv® cos(d) + 6uv? cos(26) + 3uv* cos(20 — 2¢)
+ 3uv® cos(¢)]

Qg + 20113 ¢08(20) + 2094[6uv cos(¢) + 8v? cos(26) + uv cos(—¢ + 40)]
+ 30035 [6uv® cos(¢) + u?v? cos(20 — 2¢) + 2u*v? cos(26) + 4v* cos(26)
+ uv® cos(—¢ + 46)]

20194 €08(20) + 2au35[3uv cos(—¢ + 40) + 10uwv cos(¢) + 15v* cos(26)]
2a;35 cos(20)
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