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1 Uvod

Spolahlivy opis §truktiry jadra, t.j. mnohonukleénovych ststav, predstavuje
aj v sucasnosti jeden z hlavnych problémov fyziky atémového jadra. Jed-
nu z mnohych motivacii, ktoré stimuluji vyvoj novych mnohonukleénovych
metdd, predstavuje dvojity beta-rozpad (85-rozpad) jadier [1]. Tento zried-
kavy jadrovy proces je dolezity nielen z hladiska réznych aspektov jadrovej
fyziky, ale aj z hladiska platnosti postulatov Standardného modelu elek-
troslabych interakcii (éM) a moznej existencie novej fyziky mimo jeho ramca.
Rozlisujeme dve nasledovné moédy (5S-rozpadu:

e dvojneutrinovy (f-rozpad (2vf3S-rozpad)
(A, Z) — (A, Z +2) + 2¢ + 20,

e bezneutrinovy SS-rozpad (0vSS-rozpad)
(A, 2) — (A, Z +2) + 2

Amplitidy obidvoch méd BS-premeny vyzaduju konstrukciu tych istych vi-
novych funkcii prislusnych jadier. Predmetom zaujmu je vytvorit spolahlivy
model pre opis uvedenych jadrovych prechodov.

2vfp-rozpad je dovoleny v ramci SM a predstavuje v sucasnosti naj-
zriedkavej$i pozorovany proces v prirode. Experimentalne bol priamo de-
tekovany na niekolkych jadrach [1]. Prevratena hodnota poléasu rozpadu
je dana stucinom fazového faktora a kvadratu jadrového maticového elemen-
tu pre tento prechod [1]. Namerany polé¢as rozpadu priamo uré¢uje hodnotu
jadrového maticového elementu. Z uvedeného dévodu 2v33-premena pred-
stavuje citlivy test pre spravnost opisu Struktury jadra.

Bezneutrinovy moéd [S3-rozpadu sa realizuje v prirode za predpokladu
naru$enia zakona zachovania lepténového naboja (dochadza k jeho zmene o
dve jednotky), t.j. dany proces nie je dovoleny v ramci SM. Mnohé rozsire-
nia SM (teorie velkého zjednotenia, supersymetrické teorie a dalsie) pred-
pokladaju slabé naruSenie zdkona zachovania leptonového naboja. V ramci
tychto teorii existuje viacero mechanizmov pre opis Ovf3(-premeny. Pre-
vratend hodnota pol¢asu rozpadu je dana suc¢inom fazového faktora, kvadra-
tu jadrovych maticovych elementov a parametrov suvisiacich s narusenim
leptonového naboja [2], ktorymi st napriklad efektivna hmotnost Majora-
novskych neutrin, parametre pravych tokov, R-paritu naruSujice parametre
supersymetrickych teoérii. .. Bezneutrinovy mod [5-premeny experimentalne
pozorovany nebol. St zname len dolné ohranicenia na pol¢asy rozpadov jed-
notlivych izotopov [3]. Z hladiska ziskania ¢o najpresnejsich ohranieni na
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parametre nezachovania leptonového naboja je dolezity presny a spolahlivy
vypocet jadrovych maticovych elementov.

Pre opis 8-jadrovych prechodov boli pouzité rozli¢né metdody [1]. Jednou
z nich je vrstvovy model, ktory je schopny tspesne vysvetlit zadkladné vlast-
nosti a charakteristiky lahkych jadier. AvSak S-rozpad prebieha na stredne
tazkych a tazkych jadrach s komplikovanou $truktirou. V ramci vrstvového
modelu, ktory dobre opisuje nizko leziace kolektivne excitacie jadier, nie je
mozné skon§truovat tuplnu sistavu vzbudenych stavov prechodného jadra,
potrebni pri urcéeni amplitidy BB-premeny. Aj pre najlah§ie jadrové sys-
témy podliehajuce 33-rozpadu sa nezaobideme bez podstatného ohranicenia
modelového priestoru konfigura¢nych stavov, ¢o zna¢ne ovplyviiuje hodnotu
vysledného maticového elementu.

Pre vypocet jadrovych prechodov dvojitého beta-rozpadu sa v stcasnos-
ti najviac pouZiva kvazicasticové pribliZenie ndhodnych faz (QRPA)!
[4, 5]. Napriek tomu, Ze tato jadrovo-§truktiirna metoda a jej modifikacie sa
uspesne pouzivaju uz mnoho rokov, ich predpovedaciu schopnost znizuje fakt,
7e pocitané maticové elementy [S-prechodu citlivo zavisia od parametrov
jadrového hamiltonianu (konkrétne od parametra ¢gP?, ktorym sa renormalizu-
je Casticovo-Casticovy kanal zbytkovej interakcie) a v oblasti ich fyzikalnych
hodnoét (¢g”P ~ 1) si velmi nestabilné uz pri malej zmene tohto parametra
[5]. Na dovazok riesenie QRPA v okoli g?? = 1 kolabuje. Predpokladanym
dovodom je narusenie Pauliho principu v ramci QRPA, ako aj nezachovanie
po¢tu cCastic. Renormalizovanda QRPA (RQRPA) [6, 7| ¢iasto¢ne berie do
uvahy Pauliho princip, ¢im znizuje citlivost tychto maticovych elementov na
vzrastajucu silu ¢asticovo-casticovej interakcie. Nedostatkom RQRPA vSak
je, 7e nespliia Tkedovo suma¢né pravidlo [9]. Neriesi tiez problém neekvi-
valentnosti vzbudenych stavov prechodného jadra, konStruovanych z pocia-
totného a kone¢ného jadra (podobne ako aj QRPA).

V sucasnosti existuji stadie [10, 11|, ktoré vysvetluji nestabilitu a kolaps
maticovych elementov (3-premeny v oblasti fyzikdlnych hodnot ¢PP fazovym
prechodom (reorganizaciou nukleénov v jadre) a hTadaji nové riesenia v zme-
nenom zékladnom stave jadra (za fazovym prechodom). Indikicia tohto javu
mé povod v semiklasickom opise mnohonukleénovych systémov [11].

Otéazka opisu jadrovej Struktary a vypoc¢tu Greenovych funkcii 5 a 53-
prechodov je preto stile otvorend a aktualna. Je tendencia vyvijat nové
metody a skimat nedostatky realistickych vypocétov v schematickych mo-
deloch. V projekte je podrobne sformulovany problém vypoc¢tu jadrovych
maticovych elementov SS-rozpadu v ramci QRPA a jej modifikacii. Pred-
metom diskusii je stiCasny stav vo vyvoji novych metoéd pre opis jadra a
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jadrovych prechodov pomocou schematickych modelov s dérazom na model
navrhnuty Kuzminom a Solovievom, resp. protén-neutrénovy Lipkinov mo-
del [9, 10, 11, 13, 22|. V dal3ej ¢asti st sformulované hlavné ciele projektu v
spojitosti s ¢iastkovymi tlohami. Stcasny stav rieSenia spomenutych cielov
projektu, ako aj podrobnejsi opis jednotlivych pristupov spolu s niektorymi
dosiahnutymi vysledkami, st prezentované v zavereCnej kapitole. Zoznam
pouzitej literatury je uvedeny v poslednej ¢asti danej prace.



2 Sthcasny stav problematiky

2.1 Dvojneutrinovy dvojity beta-rozpad a Struktira
jadra

2v33-rozpad bol priamo pozorovany na viacerych jadrach (napriklad *8Ca,
6Ge, 82Se, 100 Mo, 116Cd, ONd [3]). Presnost teoretického vypoctu polca-
su rozpadu vyrazne zavisi od opisu Struktiry prechodového jadra. Name-
rané hodnoty Tf/”f P umozhuji porovnéavat jadrové maticové elementy ex-
trahované z experimentu s hodnotami, ktoré sa ziskaji pocitanim v ramci
daného jadrového modelu. Z uvedeného dovodu je 2v3[3-premena vyznamné
z hl'adiska testu pouzitej jadrovo-Struktirnej metody.

Predpokladé sa, ze dvojnukleénovy mechanizmus je dominantny pre danu
jadrovia premenu [1] (vid obr. 1). 2v88-rozpad je v tomto pripade procesom

Obrazok 1: Diagram pre dvojnuklednovy mechanizmus 2v[3-rozpadu.

druhého raddu v ramci Fermiho tedrie S-rozpadu. Nenulovy vklad do matice
prechodu da druhy ¢len v rozvoji operatora S-matice [12]:
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o (1, k1, P2, k2) :/e_i(”1+k1)mle_i(p2+k2)m2(out|T(Ju(:c1)J,,(:L'2))\in)dxldxg.
(3)

lin) a |out) st vlnové funkcie povodného a vysledného jadra, p, pa (k1, k2)
st Stvorhybnosti vyletujucich elektronov (antineutrin). J,(z1), J,(z2) su
hadrénové toky v Heisenbergovej reprezentécii:

Ju(z) = e J,(Z,0)e ™, (4)

kde H je jadrovy hamiltonian.

Matica prechodu (1) obsahuje prispevok od dvoch neskorelovanych
jednoduchych B-rozpadov a 2vf3[3-rozpadu. Aby sme separovali obidva pro-
cesy, vyjadrime T-stuéin dvoch hadrénovych tokov nasledovne [14]:

T(Ju(21)du(x2)) = Ju(1) 0 (02) + O(220 — T10) [0 (22), Ju(71)]. (5)

V préci [8, 12] je ukdzané, Ze prvy &len na pravej strane rovnice (5) je
spojeny s dvomi po sebe nasledujicimi S-prechodmi, ¢o je pre vicSinu (-
rozpadajucich sa jadier energeticky zakdzané. Komutator hadréonovych tokov
v (5) prislicha 2v35-premene. Dolezitym poznatkom podrobne ukizanym
v [12] je fakt, ze pre 2vp3[-proces je rozhodujica rezidualna interakcia v
jadrovom hamiltoniane. Ak celkovy hamiltonidan H = H*P 4+ H"® apro-
ximujeme len jednocasticovym ¢lenom H*P:, potom je maticovy elemenmt
opisujici 2vf8-premenu nulovy, lebo komutator hadronovych tokov v (5) je
rovny nule.
Budeme brat do tivahy nasledujiice Standardné aproximaécie:

1. dlhovlnné pribliZenie e~@i+k)%i ~ 1,
2. nerelativistické impulzné pribliZzenie pre jadrovy tok J,(Z,0),

3. uvazujeme len jadrové prechody medzi zakladnymi stavmi pévodného
a konec¢ného jadra: 0, ; — 0,

4. energie vyletujicich castic nahradime ich strednou hodnotou:

E,—E; _
2

kde E; (Ey) je energia zdkladného stavu povodného (vysledného) jadra.

Pio + k1o = pao + koo = A, (6)

Zahrnutim spomenutych pribliZzeni dostaneme z (3) pre prispevok zodpoveda-
jaci 2vBB-prechodu nasledovny vyraz
Jﬁzﬂﬂ (p1, k1, pa, k2) = Qi(Q%/M%U5u45u4 - giMéVT(Sukfsuk) X
(7)
X210 (Ef — E; + p1o + k1o +poo + ko), k=1,2,3.
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ga (gv) je axidlna (vektorova) kongtanta, M2 a M2%. si Fermiho a Gamow-
Tellerov maticové elementy v integralnej reprezentacii:

Mz = 013 [ 147 /2,47 (-t2)ar00), )
M= 015 [ 1A /), AT (-2, )

AP (t), AST(t) ozna¢ujt prislugné B-prechodové operétory, ktorych zavislost
na case je dana nasledovne:

AF(t) — ethAF(O)e_th, AF(O) — ZTi+

(10)
AGT () = TP AGT (0)e= !, AGT(0) =) 7t (i) k=1,2,3.

Predpokladdme, Ze vinové funkcie jadier st vlastnymi stavmi hamil-
tonianu H. Po vloZeni tplnej ststavy stavov prechodového jadra |1;7) s ener-
giami E,, medzi operatory vystupujice v (8) a (9) a néslednou integraciou
cez premennt ¢t dostaneme:

2 (07 1A (0) 1) (17 [A7(0)[07")
M =3~ E,— E;+ A ’ (1)

n

(07 |ATT (0)[ 1) (111 ATT(0)[05)
2 f k n n k 7
M2 =3 B . (12)

n

Vypocet M2 a MZ. v danej forme vyzaduje konStrukciu tuplného spektra
stavov |1,}) prechodového jadra v ramci vhodného jadrového modelu, napr.
pomocou (QRPA) diagonalizicie prislusného jadrového hamiltonianu. V
dosledku vyssie uvedenych beznych pribliZeni, inverzny polcas 2v33-rozpadu
moZeme napisat v nasledovnom faktorizovanom tvare |1, 2]

14 - 14 gV 2 14 14
(T(07 = 00 = 67| () M — Mgl (13)

kde G?¥ je kinematicky faktor stivisiaci s integraciou cez fazovy priestor vyle-
tujtcich leptonov. Presnost vipottu M7, MZ. teda priamo ovplyviiuje hod-
notu teoretického pol¢asu rozpadu Tf/"Z, ktori je mozno porovnat pre viacero

2v—exp
T1/2

Problém presného urcovania hodnét Tf/“2 sa tak redukuje hlavne na vyber

jadrovych systémov s vysledkom ziskanym z 2v[[-experimentu.



vhodného jadrového modelu, ktory dokaze uspokojivo opisat uplni ststavu
vzbudenych stavov |1,}) prechodového jadra.

Stoji za zmienku poznamenat, 7e je mozné vyhnit sa konstrukcii stavov
prechodového jadra vyuzitim integralnej reprezenticie maticovych elemen-
tov M2, M2 (rovnice (8),(9)). K tomu je vSak potrebné analyticky urcit
¢asovo zavislé S-prechodové operatory (10), napr. s vyuzitim ich rozvoja do
nekone¢ného radu komutéatorov:

k times

eth@eth:Z(k? H,[H,...,[H,0..]], O=A%T0), AF(0). (14)

Bolo by velmi zaujimavé, ak sa ukdzalo moZnym, uskuto¢nit takyto ne-
tradi¢ny vypocet 2vS3[-maticovych elementov aspon v rdmci schematickych
modelov.

2.2 QRPA a jej modifikacie

QRPA je jedna z najznamejSich metod zaoberajica sa opisom jadrovej Struk-
tary pri BB-rozpade stredne tazkych a fazkych jadier. Vyhodou QRPA
vypoctov oproti vrstvovému modelu je, Ze moze pokryt znaény energeticky
interval vzbudenych stavov. RieSenim QRPA rovnic sa ziska tplna stustava
vzbudenych stavov prechodového jadra, ktora je potrebna pre konstrukciu
2v36- maticovych elementov (Mp,Mgr).

M-ty excitovany stav s uhlovym momentom .J a jeho projekciou M je
vytvoreny fonénovym operatorom Q%/[ 3]

|0RPA> |ma JM) ) |0RPA> 07 (15)

kde [0%p4) je Zékladny stav povodného alebo vysledného jadra. Fonénovy
operator
T = Z{XmAT pn; JM) — Y A(pn; JM)} (16)

obsahuje voIné varia¢né amphtudy oms Ypn @ kreatné a anihila¢né operétory
paru kvazicastic viazanych do uhlového momentu J s projekciou M

At(pn; JM) = Z ciM ol af

JpMpinMp — PMyp —NMp,?
mp,mn

(17)
Alpn; JM) = (=1)7tM Z C]me%nmnanmnapmp.
mMp,Mn
QRPA rovnice mozno odvodit s vyuzitim vztahov (15) a (16) nasledu-
jicim postupom [21]:



1. predpokladéme, ze [0%p,), |m; JM) st vlastné stavy jadrového hamil-
tonianu H:

Hlm; JM) = Ep|m; JM) , H|0jp4) = Eo|0%p4),

2. od¢itanim uvedenych rovnic a pouzitim oznacenia €, = F,, — Ej
mame:
Pt — t it
[H, Q7] |0rpa) = Q@7 ar|0kp ),

3. vynasobenim poslednej rovnice variaénym stavom (0%p,4[0Q7,, a
vyuzitim QRPA podmienky (15) dostaneme:

<0JIEPA|[6QTJnM7 H, Qﬂx[”o;apﬁ = Qm<0£PA‘[5QTJnM7 TJJ]‘OEPA>7

4. dosadenim vyjadrenia (16) pre fonoénovy operator do predchadzajice;

rovnosti a uvazovanim variacie amplitid X, Y7, ziskame QRPA

(4 9)(32)n (8 ) (5). oo

kde matice A, B, U si definované nasledovne:

A(pnp'n'J) = (04p 4l [A(pr; TM), H, AT (p'n'; TM)] |05 4),

rovnice:

B(pnp'n'J) = (04pl[A(pn; IM), H, A(p'n'; TM)]|0%p4), (19)

Upnp'n' J) = (0} p4l[Alpn; TM), At (p'n'; TM)]|0554)-

Dvojity komutator pouzity v zapisoch matic ma tvar [A,B,C] =
:[A,[B, C] + 3[[A, B], C]. Riesenim rovnic (18) sa ziskaji excitatné energie
Qp, a variatné amplitady X7, Y7, na zéklade ktorych vieme skonstruovat
vlnovi funkciu m-tého vzbudeného stavu jadra.

V ramci realistickych vypoc¢tov sa pri poéitani matic (19) nezaobideme
bez pribliZzeni, podla ktorych rozliSujeme réozne modifikacie QRPA metody.
Standardna QRPA metéda pouZiva tzv. kvdzibozénovi aprozimdciu
(QBA). Jej podstata spodiva v tom, ze komutator dvoch bifermiénovych
operatorov [A(pn; JM), At(pn; JM)] sa nahradza jeho strednou hodnotou v

BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) vakuu [6, 7|:
[A(pn; TM), Al (p'n's JM)] & (BCS|[A(pn; J M), A'(p'n'; TM)]| BC'S)
= Opp' O -

(20)
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To mé za nasledok, Ze operatory A, A sa spravaju ako bozénové, &im je
naruSend platnost Pauliho vylu¢ovacieho principu. Tento nedostatok ¢ias-
to¢ne odstranuje renormalizovand QRPA, ked sa zameni neskorelované

|BC'S) vakuum za skorelované [0%p ) vakuum (renormalizovand QBA - RQ-
BA) [6, 7]:

[A(pn; TM), At (p'n'; TM)] = (0%pallA(pn; M), Al(p'n’; TM)] 0%pa)
= (5pp’5nn’Dpn Dpn < 1.

(21)
Renormalizaény faktor D,,, ktorého hodnota je mensia ako 1 (D,, = 1 zod-
poveda QBA), spitne zavisi od varia¢nych amplitad X™, Y™. Z vyssie uve-
deného vyplyva, 7e RQRPA pribliznym sposobom splia Pauliho vylu¢ovaci
princip. To vSak ma za nasledok nezachovanie Ikedovho sumac¢ného pravidla,
ktoré bolo v QRPA exaktne splnené. V realistickych vypoctoch sa stustava
QRPA rovnic (18) spolu s podmienkou (21) riesi itera¢ne, ¢o kladie znaéné
naroky na vykon pouzitej vypoctovej techniky.

V ramci QRPA a RQRPA vypoétov sa zavadzaji parametre gP? a gP",
ktorymi sa renormalizuji casticovo-Casticovi a Casticovo-dierova interakcia
jadrového hamiltonianu. Skuto¢na hodnota parametrov gPP a gP* by mala
byt rovna 1. Ich odchylky od danej hodnoty st urcené tym, ze v ramci
zvoleného modelového priestoru nemo6zme obsiahnut cely Hilbertov priestor
stavov. Parameter ¢gP* je zvyCajne fixovany na zéklade experimentéilnych
udajov o polohe gigantickej Gamow-Tellerovej rezonancie alebo izobarického
analogového stavu (IAS), zatial ¢o ¢gPP je povaZovany za volny parameter pri
urc¢eni maticovych elementov 2v33-rozpadu. Ich samotny vypocet pozosté-
va z dvoch roznych QRPA (RQRPA) diagonalizacii, tykajucich sa opisov
B-prechodov z povodného (A,Z) do prechodového jadra (A,Z+1) a z pre-
chodového (A,Z+1) do kone¢ného jadra (A,Z+2). V ramci QRPA (RQRPA)
generované vzbudené stavy prechodového jadra zo zakladnych stavov povod-
ného a kone¢ného jadra (|J;,) a [J; )) nie st identické v dosledku pouZitych
pribliZzeni (tento jav sa oznaluje ako dvojvdikuovy problém). Dany problém
sa rie§i zavedenim do maticového elementu (11), (12) faktora prekrytia uve-
denych stavov (J [/ ). Pre MZ. potom dostaneme |8|:

1
WEAEE SR (D AL AP ARG AN P ARIW AR Zﬁﬁnmzﬂm-
mym; n n
(22)
Dosledky tohto pribliZenia zatial nie st dostatoCne zndme a si predmetom
studii.
Na obrazkoch 2(a) a 2(b) je znazornen4 zavislost M2%. maticovych elemen-

11



pn-QRPA pn-RQRPA

0.6 0.6
r | ----- 9 level model space T R 9 level model space
0_5 I 12 level model space 0.5 I 12 level model space
— 21 level model space | —— 21 level model space
0.4 - 0.4 -
0.3 0.3 FU
S e02r S - 02f
AN (O] r N o L
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0.1 01 F
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0.3 | | 03 |
Ooablo vl vy v o4l v
0.7 0.8 09 1.0 1.1 1.2 13 1.4 0.7 0.8 09 10 1.1 12 13 14
a) pp b) pp

Obrazok 2: Gamow-Tellerov maticovyj element pre 2vBB-rozmd ®Ge poci-
tang v rdmei pn-QRPA (a) a pn-RQRPA (b) ako funkcia sily casticovo-
casticovej interakcie P [3]. Bodkovand krivka odpovedd 9-iroviiovému mode-
lovému priestoru, ciarkovand 12-uroviiovému a pind ciara prislich vypoctom
s 21 jednocasticovymi uroviiama

tov od gPP pre 2vB3B-rozpad jadra’®Ge, pocéitana v pn-QRPA a pn-RQRPA?
[3]. V pripade QRPA vypo&tov Mz extrémne citlivo zavisi od parametra gPP
a v okoli fyzikalnej hodnoty gPP ~ 1 prechadza nulou, ¢o vyrazne znizuje pred-
povedaciu schopnost metody. Na dovazok v uvedenej oblasti riesenie QRPA
kolabuje, t.j. energia prvého vzbudeného stavu sa stava imaginarnou, ¢o vy-
luc¢uje pouzitie metédy pre vicsie hodnoty ¢7. Pre 9, 12 a 21 troviiovy mo-
delovy priestor sa kolaps QRPA rieSeniavyskytuje pri kritickych hodnotach
gP? = 1.3, 1.1 a 0.9. Nestabilita M2%. a nasledny kolaps riesenia je sposobeny
vytvaranim prili§ velkého mnoZstva korelacii zdkladného stavu s rastucim
parametrom g¢P? [4, 5]. Pri¢inou takéhoto spravania je nezachovanie Pauliho
vyludovacieho principu (tj. pouzitie QBA) v QRPA. Jeho Giastoénym res-

2pn-QRPA - neuvazuje p-n parovanie, full-QRPA - QRPA s p-n parovanim
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taurovanim v ramci RQRPA (obr. 2 (b)) sa citlivost MZ% na ¢g’? zmenguje
a kolaps rieSenia sa posuva do vysSich, nefyzikidlnych oblasti hodnot para-
metra ¢gPP [7]. Pre realistické vypocty vo velkych modelovych priestoroch je
pocet, tirovni znamend viac korelacii zdkladného stavu a teda kolaps RQR-
PA rieSenia uz pre mensie hodnoty ¢PP. Presnost a hodnovernost urc¢ovania
maticovych elementov tiez ovplyviiuje uz spomenuty dvojvakuovy problém.

2.3 Studie v ramci schematickych modelov

Pri vyvoji novych jadrovo-§truktirnych metod sa bezne pouzivaji schematic-
ké modely [9, 10, 11, 13, 22| (napriklad SU(2), O(5), SO(8) model). Vyhodou
takéhoto postupu je:

e existencia exaktného rieSenia pre pozadovani veli¢inu = moZnost
porovnavania vysledkov z aproximac¢nych met6éd s presnymi hodnota-
mi,

e veli¢iny pocitané v schematickom modeli vykazuji rovnaké kvalitativne
spravanie ako v realistickom pripade,

e jednoduchy hamiltonian so schematickou interakciou = malé vypoc-
tové néaroky.

2.3.1 Protén-neutrénovy Lipkinov model

Pre $tidium jednoduchych a dvojitych B-prechodov bol Kuzminom a
Solovievom [15] navrhnuty model so separovatelnou interakciou, ktory bol
uspesne aplikovany na rozne jadrové systémy. Jeho ohranic¢enim na priestor
jednej vrstvy dostavame schematicky O(5) model, ktory sa ukéazal vel-
mi uzitoény pre Studium roéznych charakteristik Fermiho beta-prechodov
[16, 17, 18]. Zodpovedajici Hamiltonidn obsahuje jednocasticovy ¢&len,
parovaciu interakciu pre protéony a neutrény, ako aj schematicki reziduél-
nu interakciu typu ¢astica-Castica (p-p) a Castica-diera (p-h):

H=H,+ H, + H,.s, (23)

kde
H, =e, Z al, trm —G,SIS, (T =p,n),
" (24)

Hres = 2Xﬁ_ﬁ+ - 2KP_P+a
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Operatory pouzité v (24) maji nasledujici tvar:

1
St = 5 Zalm&im (t — 7 parovanie),
m
g = Za;manm, BT =(B)' (p—h parovanie), (25)
m

P = Z“Lmdllm’ Pt = (P7)' (p—p parovanie).
m

a'(a) je Gasticovy kreaény (anihila¢ny) operator, af,, = (—1)jf_mfai_mf je
Casovo reverzny Casticovy krea¢ny operdtor. Parametre y,x reprezentuji
renormaliza¢né faktory gP" gPP p-h a p-p interakcie.

Z hladiska QRPA vypoc¢tov hamiltonian (23) velmi dobre reprodukuje
vysledky pre jednoduché a dvojité beta-prechody ziskané pomocou realistic-
kych modelov [20]. Aj v ohranileni jednovrstvového modelového priestoru
sa dosahuju charakteristiky, ktoré maju rovnaké kvalitativne ¢rty ako tie,
ziskané v realistickych QRPA vypoctoch. Presnejsie, excitatné energie a am-
plitady £ a [f-prechodov zavisia od parametra x p-p interakcie rovnakym
sposobom ako v pripade jadrovych modelov pozostavajicich z mnohych jed-
nocasticovych trovni a uvazujice realisticki nukle6n-nukleénovi interakciu.

Pre potreby QRPA §tudii je potrebné prepisat hamiltonian (23) do kvazi-
Casticovej reprezenticie. Pouzitim Bogoliubovovej transformécie, spajajtice;j
operétory ¢astic (af,a) a kvazicastic (af, a) [21]

()= (5 ) () emnm o

a zanedbanim tzv. rozptylovych ¢lenov oz;f,ozn, af o, pre hamiltonian (23)
dostaneme,
Hp = eC + M ATA + )\ (ATAT + AA). (27)

Uvedeny kvazicasticovy schematicky hamiltonian (27) predstavuje rozsireny
protén-neutréonovy Lipkinov model. Jednotlivé bifermioénové operatory
vystupujice v (27) st dané nasledovne:

= ahmm + lynnm, AT = o] (28)
m

Parametre Ay a Ay st funkciami parametrov x a x povodného hamiltonidnu:

A= 4Q[X(uf,vfb + vﬁui) — /f(uf,ui + vﬁvi)],
Ay = AQ(X + K)upvpvpUy,. (29)
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Zavedeny jednovrstvovy limit znamen4 rovnaké energie proténovych a neu-
tronovych kvéazicastic (¢, = €, = €) a pre obsadzovacie amplitidy v a v

plati: v; = \/N;/2Q, u; = /1 — N;/2Q (i = p,n, N; je polet protonov, resp.
neutrénov). € uréuje degeneraciu uvazovanej j-vrstvy (202 =25 + 1).

Dolezitym aspektom daného modelu je, 7e operatory {Af, A, C} splhaju
SU(2) algebru:

(4,4 =1 % (€, AT = 241, [4,0] = 24. (30)

Exaktné rieSenia pre proton-neutrénovy Lipkinov model sa ziskaju diagona-
lizadciou Hp v priestore stavov

Iny = N(AN"0), 0<n <29, (31)

kde A je norma a |0) predstavuje vikuum pre operatory Af A.

2.3.2 QRPA a Pauliho vylu€ovaci princip

V préci [13] bolo ndjdené QRPA rieSenie v ramci proton-neutrénového Lip-
kinovho modelu (27), ktoré splia exaktne Pauliho vylu¢ovaci princip.
V uvedenom modeli pre fonénovy krea¢ny operdator mozeme napisat

QT=XAT-YA (32)

a QRPA problém sa redukuje na rieSenie stistavy dvoch rovnic
A B X u o X
(5 2)(F)-pea(0 2) (V) o
kde

A= (RPA|[A, Hp, A||RPA), B= —(RPA|[A, Hp, A]|[RPA),
(34)
U = (RPA|[A, AN|RPA) .

Energiu vzbudeného stavu Erpy ako aj variacné amplitidy X a Y je mozné
vyjadrit analyticky pomocou elementov A a B:

Egrpa = (A* — B)'/2, (35)
> A+ Egpa
X = = —
\/(.A + ERPA)2 — B2
) (36)
7= 5

V(A+ Egpa)? - B2
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V rovniciach (35) a (36) st pouzité oznacenia:

X =U'?X, Y =Uu'?,
(37)
A=UTTPAU 2, B=uUu'?BuU'2.

V ramci Standardnej QRPA (RQRPA) metody sa urc¢uju matice A,B,U
priblizne, s vyuzitim QBA (RQBA). Po aplikicii QBA dostaneme

A=2c+ X, B=2), U=1, (38)
a v pripade RQBA sa $truktira danych vyrazov skomplikuje:

2y 1
A=2D+MND? B=2)\D> Z/{:D:(l—}-ﬁ) .

V uvazovanom modeli je mozné presné uréenie QRPA matic, vychadzajic z
fermionovej struktary Af, A, C' operatorov. Napriklad pre element & mame

(39)

RPA|C|RPA
1 - (BPACIRPY) w0

Na vypocet U potrebujeme poznat zakladny stav |[RPA), ktory je rieSenim
rovnice Q|RPA) = 0. Ukazuje sa, Ze uz priblizné rieSenie danej rovnice za
predpokladu [A4, AT] =1

|IRPA) = Ne~®™" g = _r (41)

2X

vedie na dobry sihlas QRPA vypoctov s exaktnymi. Pre dany model je vSak
mo7né nijst aj exaktné rieSenie rovnice QRPA) = 0, t.j. presné vyjadre-
nie zékladného stavu |[RPA) [13] a bez priblizeni ur¢it potrebné maticové
elementy. RieSenia s exaktnym Pauliho principom (EPP-QRPA) boli zatial
najdené len v rdmci Lipkinovho modelu. Ich porovnanie s met6édami narusu-
jucimi Pauliho vylu¢ovaci princip umoziiuje robit zavery ohladom kvality
pouzitych pribliZeni.

Na obrazku 3 st prezentované vypocitané energie prvého vzbudeného
stavu vzhladom k zadkladnému stavu v ramci réznych variantov QRPA
metody ako funkcie p-p interakcie x’. Redefinované parametre p-p a p-h
interakcie ' a x' suvisia s povodnymi nasledovne:

X =20y, & =20k. (42)

Pre porovnanie je v grafe 3 uvedeni aj zodpovedajica hodnota energie
ziskand diagonalizdciou Hp. VSimnime si, Ze rieSenie Standardnej QRPA
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Obrazok 3: Porovnanie energie prvého vzbudeného stavu ziskaného diago-
nalizdciou Hp (Hp diag.) s hodnotami pocitangmi Standardnou QRPA (QR-
PA), renormalizovanou QRPA (RQRPA) a QRPA s exaktnym uvaZovanim
Pauliho principu (EPP-QRPA). Parametre pouZitého modelu si: ¢ = 1MeV,
j=9/2, N=6,7Z =4, x' =0.5MeV.

pri istej hodnote ' kolabuje. Ostatné energie si najdené na celom intervale
hodnot «', ¢o ukazuje na délezitost Pauliho principu pri opise mnohonuk-
lebnovej sustavy.

Jednoduché a dvojité beta-prechody. Fermiho 3% operatory [vid definicie
(25)] majt v reprezentacii operatorov Af A tvar

B =V2>uv, AT+ vunA), BT = (8 (43)

V ramci uvazovaného modelu je len jeden QRPA vzbudeny stav. Preto pre
2v 3 [-maticovy element plati:

H(RPAIS|07)74{0F |8 IRPA):

44
Egrpa+ A (44)

U __
My =
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Stavy s indexami i a f prislichaji po¢iatoénému (A,Z) a kone¢nému (A,Z+2)
jadru. Vypoéitané hodnoty MZ v zavislosti na k' si zobrazené na grafe
4. Priebeh QRPA a RQRPA krivky je kvalitativne zhodny s priebehom
najdenym v realistickych vypoc¢toch. Stoji za vSimnutie, Ze v provnani s
tymito vysledkami, hodnoty M2 ziskané v rAmci EPP-QRPA, st podstatne
menej citlivé k meniacemu sa parametru x’. Pozoruhodné je, Ze exaktné
rieSenie v okoli k' = 1.25MeV prechadza nulou, t.j. hodnoty maticového
elementu M2 st v tejto oblasti silne potlacené.

(N=14,Z=6) —> (N=12,Z=8)
25 S

2 - ]
1.5 7
17

0.5 ¢

\
> r \
-0.5 | \
i \
1 : \
i — Hcdiag. \
B —— QRPA \
15  RQRPA \
i —-— EPP-QRPA
_2 B
1 L L

25—
0 0.5

““1
K

Obrazok 4: Fermiho maticovy element 2v33-rozpadu ako funkcia parametra
p-p interakcie k'. Vipocet bol uskutoéneny pre jadrovy prechod (N = 14,7 =
6) — (N = 12,Z = 8) a hodnoty parametrov: ¢ = 1MeV, j = 19/2,
X' =0.5MeV, A =0.5MeV. Oznacenie jednotlivijch rieseni je rovnaké ako
v obrdzku 3.
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2.3.3 Semiklasicky opis excitdcie mnohonukleénového systému

V tejto Casti stru¢ne uvedieme metddu, v ramci ktorej mnohonukle6novy
systém je opisany klasickymi rovnicami pohybu, ktoré vyplyvaji z varia¢ného
principu [11]:

t
o
5/0(w\H—z%|w>dt =0, (45)

Uvazujeme schematicky proton-neutrénovy Lipkinov hamiltonian (27) a
dva nasledovné variacné stavy spolu s predpokladom, tykajiceho sa komuté-
torov zodpovedajtcich operatorov:

Stav 1:  [¢h1(2, 2%)) = exp{zAT — 2" A}|0), (46)
kde [A4, AT] =1, [C, AT] = 241, [A,C] = 24.
Stav 2:  |ta(2, 2%)) = exp{zAT — 2* A}|0), (47)

kde [A, AT] = 1-C/2Q, [C, AT] = 24T, [A,C] = 2A. V uvedenych definicidch
|0) oznacuje vakuum pre kvazi¢asticové operatory a z je komplexné funkcia
casu (z = pe'?).

Analyzujme najskor pripad prvého ansatzu [¢;). Ak polozime z = z + iy
(z* = x — iy) a definujeme nové kanonické premenné

£=V2a, n=v2y, (48)
dostaneme z varia¢ného principu (45) Hamiltonove pohybové rovnice:

o _ O, (19)

%=y
Stredn& hodnota # hamiltonidnu (27) v stave [1);(z, 2*)) m4 tvar
1
H= 5(2€+)\1)(52+772) + X (&2 = 1P). (50)
Eliminovanim 7 zo systému (49) dostaneme rovnicu pre &:

E+ (26 + A — 2X0)(2e + A\ + \o)E =0, (51)

ktorej rieSenie opisuje harmonicky pohyb s frekvenciou

w=1/(2e+ M) — )] (52)

Tento vyraz je identicky s energiou Egpp4, pocitanou Standardnou
QRPA metédou.
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Obrazok 5: Harmonické frekvencie ako funkcie parametra k'. VS1 je riese-
nie s variacnym stavom (46) a VS2 s pouZitim ansatzu (47). Pre porovnanie
je uvedend aj excitacnd energia 1 — Ey ziskand diagonalizdciou hamiltonidnu
(27) (H diag.).

V dalsom kroku uvazujme druhy ansatz (47), t.j. presné komutaéné
vztahy (30). Pre stredni hodnotu hamiltonidnu (27) a klasicky uéinok vo
varia¢nom stave (47) plati:

H = (| H|tho) = 4eQ|V 2 + M (2QU2| V2 + |[V[*) + X2(2Q — 1)U (V2 + V*2),

(i ) = ~29(sin )9,
(53)
kde U = cosp, V = e *sin p. Zmenou kanonickych premennych (z, z*) na
(r, ¢), kde r = 2Q(sin p)?, dostaneme z varia¢ného principu (45) Hamiltonove

rovnice
. OH . OH

_¢_E’ T_G—gb. (54)
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Stredn& hodnota H v uvazovanom varia¢nom stave, vyjadrena cez premenné
(r, @), je dané nasledovne:

2 20 —1
H = 2er + M |r(1— %) + b +20 o7 (1- %) cos(24).  (55)
Rovnice (54) nie st linearne. Ich linearizaciou dostavame rieSenie zodpoveda-
jice harmonickym kolektivnym vibracidm mnohonukleénovej stastavy. Situa-
cia je teraz odli¥né od predoglého pripadu, ked ‘H nadobidalo svoje minimum
v pociatku kanonickych siradnic. V danom pripade nachiadzame minimum
‘H pre nasledujice hodnoty:

202 264 A — 2+ 42
S 20-1 A — 2X ’

o

T

¢° = (56)

T
5 -
Tato zmena znamend novu fazu pre jadrovy mnohocasticovy systém. Linea-
rizacia pohybovych rovnic (54) v okoli minima potenciélnej energie H(r°, ¢°)
vedie na harmonické rieSenia charakterizované frekvenciou

)\1 5 )\2)] 1/2' (57)

4o

A1 — 2

A
w = (2€+)\1—2)\2+52)(26—)\1+2)\2+
Vypoditané harmonické frekvencie (52),(57) ako funkcie p-p interakcie
k' st nakrelené na obrazku 5. Pouzité modelové parametre si: j = 9/2,
X' = 0.5MeV, e = 1MeV, N, =4 a N, = 6. Prvy moéd s nulovou mini-
malnou energiou zakladného stavu existuje v intervale ' € (0,1.06)MeV.

Druhy moéd v novej faze jadrového systému bol najdeny pre hodnoty «' €
(1.15,3) MeV.
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3 Ciele prace

V sticasnosti zriedkavé jadrové procesy, akymi st napriklad bezneutrinovy
dvojity beta-rozpad a procesy mion-pozitronovej/elektronovej konverzie
jadier, hraju dolezita ulohu pri hladani novej fyziky za Standardnym
modelom, ako aj pri vyvoji teérii velkého zjednotenia silnych, slabych
a elektromagnetickych interakcii a ich supersymetrickych verzii. Stadi-
um bezneutrinového dvojitého beta-rozpadu umoziuje spolu s informaciou
o experimentidlnom dolnom ohraniceni zodpovedajiceho polcasu rozpadu
podstatne zmensit mozny priestor rozli¢cnych parametrov nezachovania lep-
tonového naboja, ktoré si predmetom zaujmu fyziky elementarnych castic.
Spolahlivost takto uréenych hodnot tychto parametrov zavisi od nepresnos-
ti urcenia zodpovedajicich jadrovych maticovych elementov. Pri sicasnom
realistickom opise jadrovych premien sa nezaobideme bez pribliZeni, ktorych
dosledky nie st celkom zndme a si predmetom intenzivnych teoretickych
studii. Cielom dizertatnej prace je $tudium roéznych mnohonuklednovych
pribliZzeni pouzivanych pri stuc¢asnom realistickom opise - a B3- jadrovych
prechodov, ako aj vyvoj novych, dokonalejsich met6d pre opis mnohonuk-
leénovych systémov, ktoré by mohli byt aplikované na oblast stredne tazkych
a tazkych jadier.
Ciele prace mozme rozdelit na nasledujtce tlohy:

1. ZlepSenie opisu zékladného stavu jadra v ramci QRPA metody, a to
jeho optimalizaciou pomocou varia¢ného principu. Varia¢né urcenie
QRPA zakladného stavu pri sti¢asnej diagonalizacii QRPA rovnic pred-
stavuje novy, originilny pristup k opisu mnohonukleénovych systé-
mov. Predpoklada sa uskuto¢nit schematicky vypocet v rdmci protén-
neutrénového Lipkinovho modelu s ciefom néajst nové rieSenia-fazy v
oblasti za kritickou hodnotou parametra ¢asticovo-Casticovej interakcie
(urcenou kolapsom $tandardnej QRPA), ktoré boli najdené zatial len
v ramci semiklasickych vypoctov.

2. Vypocet maticovych elementov dvojneutrinového dvojitého beta-
rozpadu v rdmci schematickych modelov s vyuzitim ich integréalnej
reprezentacie (8), t.j. bez uréenia tplnej sistavy vzbudenych stavov
prechodoveho jadra. Ide o nestandardny pristup z hladiska su¢asnych
vypoctov, ktoré sumuji prispevky od stavov prechodového jadra, gene-
rovanych v ramci QRPA metédy alebo vrstvového modelu. Navrhnuty
postup umoziiuje vyhnat sa tzv. dvojvikuovému problému pri QRPA
vypocte [B3-prechodov, ktory v dosledku nezachovania pocétu castic v
ramci QRPA moze zna¢ne ovplyvnit vysledok.

22



3. Aplikicia PP-QRPA metody (QRPA with Pauli Exclusion Princi-
ple) navrhnutej v praci [13] pre pripad realistickych 2v35-vypoétov
v modeloch so separovatelnou rezidudlnou interakciou. Prednostou
danej metédy v porovnani so Standardnou QRPA, RQPRA je presnejsi
vypocet QRPA maticovych elementov, vyuzijic fermiénovi reprezenta-
ciu jadrového Hamiltonianu. Predmetom $tadie budu - a 83-prechody
vybranych jadrovych systémov. Planuje sa porovnanie vysledkov
ziskanych pomocou uvedenych metéd ako aj analyza ich citlivosti k
renormalizécii Casticovo-Casticovej interakcie jadrového hamiltonianu.
Tym sa ziska dal$ia dolezita informécia o lohe Pauliho vylucovacieho
principu pri opise mnohonukleénovych ststav.
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4 Projekt prace, dosiahnuté vysledky

4.1 QRPA s optimalnym ziakladnym stavom

Zo stadii [10, 11] vyplyva, Ze nestabilita a kolaps QRPA riesenia pri kri-
tickej hodnote p-p interakcie (k) stvisi so zmenou v $truktire zdkladného
stavu jadra. Reorganizacia nukleénov v okoli &/, je indikdtorom fazového pre-
chodu v pripade harmonickych kolektivnych excitacii mnohonukleénového
systému. Na mieste je otdzka existencie a hladania rieSeni pre «' > &, v
ramci QRPA v pripade zmeneného zakladného stavu, t.j. QRPA vékua.
To ale vyzaduje zmenit principiadlne ansatz pre vinovi funkciu zakladného
stavu |RPA >, kedze samotné splnenie podmienky QQRPA >= 0 nezarucu-
je spravny opis energie zakladného stavu v ramci QRPA pre x > k.. V danej
praci chceme ukazat, Ze je mozné rie§it nacrtnuty problém pouzitim original-
neho ansatzu, ktory dovoli optimalizovat varia¢nym sposobom QRPA za-
kladny stav. Ukazuje sa, Ze tento problém je rieSitelny v radmci schematické-
ho proton-neutréonového Lipkinovho modelu, jeho formulovanim v bozénovej
reprezentacii.

Pouzitim Marumoriho procedury [22| na mapovanie fermiénovych ope-
ratorov do bozonového priestoru, dostaneme pre hamiltonian (27) jeho
bozbénovy obraz:

Hp = 011 B'B+ 0y (B'B'+ BB) + B! B'BB +13(B'BBB + B'B'B'B),
(58)
kde

1 A1

ﬁ)’ Qo = _ﬁ

a13=A2[\/(1—%)(1-$)—\/(1—%)].

Pri mapovani sme v (58) zanedbali ¢leny obsahujice Sest a viac bozénovych
operatorov. Operatory B a B! splhaju nasledovny komuta¢ny vztah:
[B,B] = 1 (B! je kreatny bozénovy operitor, B-komplexne zdruzeny k
BY).

V QRPA vypoctoch zavedieme origindlny ansatz, ktory umozni sticasne
minimalizovat energiu zékladného stavu a splnif QRPA podmienku
Q|RPA) =0:

11 = (26 + )\1), Qo2 = )\2 (1 -
(59)

|RPA> — et*B—tB’f 6zB’fB’f—z*BB| > (60)

| ) predstavuje vakuum pre bozénové operatory, ¢,z si komplexné parametre:
t =re”, 2z = pe’®. Novy faktor v danom ansatze, obsahujuci t,t* parametre
sa zavadza, aby bolo moZzné optimalizovat QRPA zakladny stav. Limitny
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pripad t = 0, t* = 0 vedie na dosial pouZivany ansatz v QRPA vypoc-
toch. Zakladny stav (60) predstavuje vikuum pre fonénovy operator, t.j.
Q|RPA) = 0. Tato podmienka je splnena ak Q' zvolime nasledovne

Q'=XB'+t)-Y(B+1), Q=(@Q", (61)
a sucasne plati
: Y
e'® sinh(2p) — e cosh(2p) = 0. (62)

Systém QRPA rovnic je identicky s (33). Matice A, B, U dostaneme z rovnic
(34) zamenou (A, At, Hr) — (B, B, Hg). Dodato¢né stupne volnosti (¢,t*),
resp. (r,0) uréime z poziadavky minima energie zakladného stavu, t.j. zé-
kladny stav (60) bude ureny variatne. Mame:

H(T‘, 0) = <RPA‘HB‘RPA> = C() +027'2 +C47‘4,

Co = a11v% + 20ppuw cos @ + aga[u?v? + 20v*] + 6a3uv? cos ¢,
2 (63)
Co = a1 + 20z cos (20) + ago[4v? + 2uwv cos (20 + @)]+

6av13[uv cos ¢ + v? cos (260)],

Cy = age + 23 cos (20), u = cosh(2p), v = sinh(2p).

H(r,0) nadobtda minimum pre:

a) r =0, § — Tubovolné, b) r=./—C2/(2Cy), 6 =0,
c)r=+/—Cs/(2C4),0 =nn/2, d)r = /—Cy/(2Cy), 0 # nw/2,n € Z\{0}.
Pripad d) by viedol ku komplexnym energiam a preto ho vyla¢ime. RieSenia
b), ¢), d) su Specifické pre novy QRPA ansatz. Na urenie energii Frpy
a amplitad X, Y je potrebné sti¢asne splnit rovnice (33),(62) a niektord z
podmienok a),b),c). Oby¢ajne sa nelinearny QRPA problém riesi pomocou
itera¢ného algoritmu, ktory vSak negarantuje najdenie vSetkych rieseni. V
nasSom pripade vyuZijeme prednosti daného schematického modelu a rieSime
siustavu rovnic uplne, ¢o umoznuje najst vSetky QRPA rieSenia, aj tie, ktoré
by itera¢nym algoritmom mohli byt vynechané.

Konkrétne vypocty sme previedli pre systém s N =6, Z =4, j = 9/2,
€ = IMeV a x' = 0.5MeV. Kritickd hodnota p-p interakcie je v tomto
pripade k!, = 1.06MeV. V tabulke 1 st prezentované QRPA energie a energie
zakladného stavu pre ' = 0.5, 1.5 a 2.5MeV. Vidime, Ze v oblasti ¥’ <
k. existuju len rieSenia typu a). Za fazovym prechodom (k' > k.) sa ale
objavili nové kolektivne mody typu c). RieSenie al) s malou QRPA energiou a
velmi velkou E, ., ktoré sa dalej transformuje v c1) rieSenie, nebolo doposial
najdené v QRPA vypoctoch. Je to preto, lebo boli pouzité itera¢né algoritmy.
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Tabulka 1: Energie zdkladného stavu (E,s.) a QRPA energie (Egrpa) poci-
tané pre hodnoty k' = 0.5, 1.5 a 2.5 MeV, x' = 0.5 MeV aj =9/2. Uvedené
st aj parametre urcujice QRPA vlnovi funkciu (60) a energiu zdkladného
stavu. E;_’”SC_L“ s energie ziskané diagonalizdciou Hp.

Typ p o 20 C Cy Cy Eys.  Erpa
[MeV] [MeV]

K'=0.5 MeV, EZ% = —0.104 MeV
al 0.757 O 0 - 7.001 0.002 -0.100 7.001 0.046

a2 0114 © 0 - -0.104 3.004 -0.100 -0.104 1.906
K = 1.5 MeV, Bt = —0.823 MeV

a2 0308 7 0 - -0.679 3.120 -0.100 -0.679 0.908

¢l 0755 0 0438 7 7.004 -0.249 0.284 6.950  0.024
K = 2.5 MeV, E70¢ = —3.638 MeV

a2 0400 7 0 - -1.841 3.344 -0.100 -1.841 0.675

¢l 0780 w 1.326 7 6.834 -1.264 0476 5.996 0.112

2 0384 0 0081 7 -1.832 -0.077 0476 -1.835 0.719

c3 0041 m 2838 7 0230 -2.705 0476 -3.609 4.580

RieSenie a2) odpoveda rieseniu EPP-QRPA, ktoré bolo opisané v kapitole o
schematickych vypoctoch.

Na obrazku 6 su uvedené zavislosti energie zdkladného stavu (E,,),
prvého vzbudeného stavu (E;) a excitaénej energie (Erpa = Ey — E, ;)
od k' v pripade §tandardnej QRPA, QRPA s optimélnym zakladnym stavom
a Hp diagonalizicie. Prezentované su len rieSenia s malou F, . Pre porov-
nanie sii do grafov 6 pridané energie vypocitané v ramci semiklasickej metody
[11]. Postup pri ich vypoé&te bol naznaceny v kapitole 2.3.3. Z obrazku 6 vy-
plyva, Ze nové fazy mnohonukleénovej stistavy typu ¢) vznikaju v rovnakom
bode k' = 1.53MeV. Stoji za v8§imnutie, Ze energie c2) rieSeni sa asymp-
toticky blizia k a2) hodnotam. RieSenie ¢3) velmi dobre reprodukuje zéklad-
ny stav ziskany diagonaliziciou Hp, ¢o v8ak neplati v pripade Egrp4 energie.
Pozoruhodna je ale zhoda semiklasického a ¢3) rieSenia pri v8etkych troch
uvazovanych energidch. Tym sa potvrdzuje regularnost daného riesenia a
fakt, Ze predosly rozdiel medzi semiklasickym a QRPA riesenim mal povod
v rozdielnom opise zakladného stavu mnohonukleénovej stistavy.

Je zaujimavé uviest, Ze nové rieSenia typu c) vznikaji len v doésledku
vy&sich ¢lenov (amernych koeficientom aws, ai3) v bozonovom Hamiltoniane.
V limite Q — oo (QBA pribliZenie) sa dany hamiltonian meni na kvadraticky
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Obrazok 6: Energia zdkladného stavu (Eg ), prvého vzbudeného stavu
(E1) a excitaénd energia (Egrpa) ako funkcia parametra p-p interak-
cie k. Hp diag. si hodnoty ziskané diagonaliziciou hamiltonidnu (27),
a2),c2),c3) su rieSenia QRPA s optimdlnym zdkladngm stavom (vid text),
QBA energie siu vysledkom Standardnej QRPA. Pre porovnanie je uvedené
semiklasické rieSenie (semicl.), ktoré bolo ndjdené v [11].
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hamiltonian
HPPY = 01 B'B + agp(B'B! + BB), ai1 = 2¢+ A1, agp =X, (64)

pouZzivany vo vypoc¢toch v ramci standardnej QRPA metody. V danom pri-
pade vznika len jedno rieSenie typu a) s kolapsom pre &' = k..

ViInové funkcie ziskané pomocou metédy QRPA s optimélnym zéklad-
nym stavom sa pouzili na vypocet 2v33 Fermiho maticového elementu.
V bozénovom priestore plati pre M2’ vztah (44), v ktorom zakladny stav
|[RPA) je dany rovnicou (60). 3% prechodové operatory st v bozénovej
reprezentéicii dané nasledovne

8™ = V2Q(upva Bt + vpu,B), B = (7). (65)

Vyssie ¢leny v bozénovom rozvoji daného operatora sa ukazali byt zaned-
batelnymi pri rieseni danej tilohy. Pre vypocet maticového elementu M2’
bol pouzity model, ktory sme uviedli v kapitole o schematickych vypoctoch
(vid komentar k obrazku 4). Hodnoty M2 odpovedajice rieseniam a),c)
si zobrazené na grafe 7 spolu s maticovymi elementami ziskanymi pomo-
cou Standardnej QRPA a Hp diagonalizacie. V snahe ¢o najlepsie opisat
exaktny priebeh M2, vytvorili sme maticovy element ¢23) ako kombinaciu
jednoduchych S-prechodov typu c2) a c3).

Nové rieSenie ¢23) za fazovym prechodom (k' > k) predstavuje do-
sial najlepsi opis exaktného rieSenia pre velké hodnoty x'. Rozdiel medzi
spomenutymi vysledkami je v§ak znacny. Treba poznamenat, ze QRPA s op-
timalnym zakladnym stavom reprezentuje jeden z méla tspe$nych pokusov
v hladani kolektivnych modov v oblasti velkych hodnot p-p interakcie.

Dalsi postup vypoctov v rdmci daného projektu sa planuje nasledovne:

1. Pouzitim QRPA vlnovych funkcii zodpovedajicich réznym typom
rieSeni najdenych v ramci danej met6dy, uskuto¢nit vypocty nasleduji-
cich charakteristik: prekrytie exaktnych vlnovych funkcii s vypocitany-
mi, stredné hodnoty poctu castic zakladného a vzbudeného jadra, am-
plitady jednoduchych beta prechodov, previerka Ikedovho sumaé¢ného
pravidla. . ..

2. Sumarizicia dosiahnutych vysledkov, priprava publikacie.

3. Skimanie moznosti aplikicie QRPA metody s optimélnym zékladnym
stavom pre pripad zlozitej$ich schematickych modelov, napr. O(5) mo-
delu [18], alebo jej aplikicie na realistické vypoéty 8- a G- prechodov.

28



(N=14,Z=6) —> (N=12,Z=8)

4 T T T
2 4
0 > —
\ T TTmmeezo---
2| | ;T B
' \
l N
-4 i S - 7
g | T~
2 -6 - T — ]
_a l —— H_diag. |
8r a2
i S e ]
_10 L —_ - ¢3 -
r —— ¢23 1
-12 |- —-— QBA 8
_14 L L L L 1 L L L L 1 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L
0 0.5 1 5 2 25 3
7

‘l.
K

Obrazok 7: Fermiho maticovy element pre 2vBB-rozpad v zdvislosti od para-
metra p-p interakcie. Povod a oznacenia jednotlivijch rieSeni si rovnaké ako
v grafe 6. Maticovy element ¢23) bol ziskany kombindciou jednoduchijch [3-
prechodov ¢2),¢8). Parametre modelového priestoru si totoiné s tymi, ktoré
boli pouZité pri konstrukcii grafu 4.

4.2 Vypocet Greenovych funkcii 2v33-rozpadu v integ-
ralnej reprezentacii.

Obycajne je vypoclet maticovych elementov 2v(33-rozpadu spojeny s
kon§truovanim uplnej sustavy stavov prechodového jadra (A,Z+1), tak ako
to vyzaduju vztahy (11) a (12). Opisu ststavy vzbudenych stavov sa
mozeme vyhnit pouzitim integrilnej reprezentacie zodpovedajicich mno-
honukle6novych Greenovych funkcii [pozri (8) a (9)]. Uskuto¢nit dany
vypocet je mozné a zaujimavé v ramci schematickych modelov. Pre jednodu-
chost pouZijeme bozoénovi reprezentaciu protén-neutréonového Lipkinovho
modelu s uréitymi ohrani¢eniami.
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Pre Fermiho maticovy element dvojitého S-prechodu méame |pozri (8)]:
mp = 07l [ (52,57 (<e/Dlarop),
’ (66)
B(t/2) = 28~ (0)e HU2 5(0) = vV2Q(upv, OF + vyunOp),
kde Of, (Op) je bozénovy obraz fermiénového operatora At (A):
Ol = B + 0. B'BI1B+ a3, B'B'B'B+ ..., 0 = (OL)1, (67)

1 1 1 1 1
=4/1-—-=1 = 3@/l —-—=—=—31/1 - — 4+ - 68
Q1 5 , Q3 2\/ Q \/ 29'4‘2 (68)

Vypocet maticového elementu M2’ vyzaduje kone¢ny operatorovy rozklad
vyrazov

ez’Ht/QBTe—th/Z’ e—th/QBteth/z’ (69)

resp. tych k nim komplexne zdruzenych. To je realizovatelné v pripade, ked
hamiltonidn H mé nasledovny tvar

H =+ b+ ¢+ const., (70)

kde pre operatory @, b, ¢ platia komutaéné vztahy [23]
[a,b]=mn¢, [a,é]=—-Xa, [be]=M\b, n,\— dsla. (71)
Potom moézme pisat )
G2 _ ga(b B1)E 1 (Da (72)

Derivovanim (72) podla ¢asu dostaneme ststavu diferencialnych rovnic pre
funkcie «, 3, v:

da An dp dry _

— 4t da+=af=1, S —_pa=1, —=eP. 73

a T e ™ it~ © (73)
Pociatoéné podmienky «(0) = 0, 3(0) = 0 a v(0) = 0 urfuji jednoznaéné
rieSenie tychto rovnic (73).

Je zrejmé, Ze podmienkam (70) a (71) vyhovuje kvadraticky bozénovy
hamiltonidn H](BQBA) (rovnica (64)). V danom pripade ¢ = apBB, b =
BB a ¢ = a;1B'B + a;1/2, a zérovein A = —2ay; a n = 4ad,/oq;.
Funkcie a(t), B(t) a y(t) st potom dané nasledovne:

_1-r tan(yt)
B n tan(yt) + 1L’

| (74
B(t) = % In (cos(yt) — %sin(yt)) ,
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kde B B
L= Erea _ Erea 75
w0 VT (75)
a Frpa = /a2, — 403, , o je energia zodpovedajica rieSeniu $tandardnej
QRPA metody.

S vyuzitim vzfahov (14) a (72) ziskame:

eiHt/2 Bto—iHt/2 _ oa(it/2)boB(it/2)¢ 7(it/2)a Bt o—(it/2)d o —B(it/2)é p—alit/2)b _
=UB'+ VB,

e'L'H1ﬁ/2Be—z'Ht/2 =U*B + V*BT,
efth/ZBTeth/Q — U*B’[ 4 V*B,
efth/2Beth/2 =UB+ VBT,

(76)
kde

) FE 2 E
U:cos< RPAt)H o sin( RPAt), Vo= e sin( RPAt). (77)
2 Erpa 2 RPA 2

Ak sa ohrani¢ime prvymi ¢lenmi v expanzii fermiénovych operatorov A,
At do bozoénového priestoru, S-prechodovy operator je dany nasledovne:

B (0) = V2Q(upv, B! + vyu,, B). (78)

V tomto pripade sa komutator [ (¢/2), 8,(—t/2)] (potitany pomocou
rovnic (76)) rovna konstante, t.j. je nezavisly od B, B' operatorov:

By (t/2), Bay(=t/2)] = (ugvy, + vyup)(U*V = V*U)

7
+upUnpt, (V2 — U2 + U — V*2), 79)
a pre M I(;l) dostaneme:
00 2Q)
M =20 [ sin (Banat)dt 0107) = 5.
rPA Jo Erpa (80)

F= (auupvnvpun — agp(usvy + vﬁui)) (0710;").
Pozoruhodné na danom vysledku je, Ze v pripade ortogonélnosti zakladnych

stavov povodného a kone¢ného jadra (|0f) a |07)), hodnota MY je rovna
nule. V realistickych QRPA vypoctoch tieto stavy vSak nie st ortogonalne
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a ak miesto nich pouZzijeme pribliZzenia vo forme BCS vakui, dostaneme
(0710;") =~ 0.6 — 0.8. To vedie na nefyzikilny prispevok do maticového ele-

mentu M. Ziada sa zdoraznif, ze operator 2v38-prechodu musi byt mi-
nimalne dvojc¢aticovy operator, ktory zmeni dva neutrény na dva protony
a nie konstanta. Z uvedeného dévodu vyplyva, ze fyzikadlny prispevok do
maticového elementu M, ma pdvod vo vysSich ¢lenoch bozénového rozvo-
ja beta-prechodovych operatorov, resp. jadrového hamiltonianu. V ramci
danych §tudii preskimame prvi moznost.

Ak uvazujeme prvé dva ¢leny v bozénovej expanzii A, A" operatorov (67),
pre S-prechodovy operator dostaneme:

Biise = V20 (Wn(BT + an BB B) + vyun(B + a21BTBB)). (81)

V danom pripade komutator [8, ., (¢/2), B ) (—t/2)] uZ nie je rovny kons-

tante, ale zavisly od Bf, B. Maticovy element M I(JHQ) teraz pozostava z dvoch

Casti:
4

1 2
M ~(0F10F) a MP ~ > (0F[(B)F(BY0f). (82)
k,l=0

Vyuzitim vztahu B|0;) = 0 a explicitnych tvarov (77) funkcii U a V, moézme

element M }HQ) prepisat v tvare

MyT =20 /O

o

[Sl sin(ERpAt) + SQ sin(QERpAt) + S3 Sin(3ERpAt)} dt x

2 1 2
S + S + S3=——[(0F|0;"),
"Erpa | ’Egpa 33ERPA]< 7105

2€)
x(07107) = 5|
(83)
kde Si, S, S3 st racionalne funkcie parametrov aq1, ago, a1, Ur, U; & Egpa
(1 = p,n). Ich forma bude prezentovana v pripravovanej publikacii.
Z horeuvedenych doévodov vyplyva, ze fyzikadlny prispevok do M, je
urceny nasledovne:

MP =M — My (84)

V grafe 8 st zobrazené maticové elementy M 1(;1), M I(;HQ) aM }2) ako funkcie p-p
interakcie s' pre maximalny pripad prekrytia vinovych funkcii (07/0;") = 1.
RieSenia existuji len do oblasti kolapsu Standardného QRPA rieSenia, ¢o
suvisi s voIbou pouZitého hamiltonianu ngQBA). V&imnime si, Zze maticovy
element M }2) , ktory mé svoje fyzikdlne opodstatnenie, ma maximum v okoli
k' =1, t.j. v kritickej oblasti z hTadiska kolapsu QRPA. Z toho vyplyva, ze
pre spolahlivy opis 2v33-maticového elementu je nevyhnutné ist za ramec
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QBA jadrového hamiltonianu. Jedna z moZnosti je pouzif na tento ucel
sofistikovanejsi SO(5) model.

Na obrazku 8 st uvedené aj vysledky exaktnych a EPP-QRPA vypoctov
M, s vyjadrenim beta-prechodov cez jadro (A,Z+1). Ako sme uz spominali,
uvedené vysledky st zafazené tzv. dvojvikuovym problémom. Z porovna-
nia s ostatnymi priebehmi vyplyva, Ze dvojvakuovy problém, vyskytujici sa
v QRPA vypoctoch s pouzitim prechodového jadra, moéze viest na znacne
nefyzikéalne prispevky do M a to zvlast v oblasti malych hodnét «'.

(N=14,Z=6) —> (N=12,Z=8)
22—

1.2 15

Obrazok 8: Fermiho maticovy element pre 2vfB[5-rozpad v zdvislosti od
parametra p-p interakcie, pocitany v integrdlnej reprezentdcii. M 1(91) je ele-
ment ziskang pouZitim len prvého c¢lena v bozonovej expanzii B-prechodového
operdtora, MI(VHQ) zahrnutim provgch dvoch élenov z expanzie B a Mg) =
MI(;HQ) —Mg) je fyzikdlny prispevok z Mg do 2v[B3-prechodu. Pre porovnanie
st uvedené hodnoty maticoviyjch elementov urcené pomocou diagonalizicie Hp
a Standardnou QRPA metddou. Pouzity modelovy priestor je rovnaky ako v

pripade grafu 4.

V ramci daného projektu predpokladame pokrac¢ovat nasledovne:
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1. Vypocitat Fermiho maticovy element 2v/3(-prechodu vyuzitim jeho in-
tegralnej reprezentécie a jadrovy hamiltonian (58) iduci za ramec QBA.

2. Najst vhodny rozklad operatora e’* v ramci O(5) modelu [18] s nasled-
nym vypoc¢tom 2v 3 [-maticovych elementov v integralnej reprezentacii.

3. Zhodnotenie ziskanych vysledkov a priprava publikicie.

4.3 Aplikacia metédy PP-QRPA na realisticky opis
2v B [B-prechodov

Studie v ramci schematickych modelov ukazali na dolezitost Pauliho vy-
luGovacieho principu pri opise mnohonukleénovej ststavy. V préci [13] bo-
lo najdené QRPA rieSenie s exaktnym vyplnenim Pauliho vylucovacieho
principu. To vSak je mozné len v ramci schematickych modelov, kedze
rovnica Q|RPA >= 0 v pripade realistickych vypo¢tov nie je analyticky
rieSitelnd. Ako bolo prezentované v danej praci, uvedeny problém sa déa
dostato¢ne presne rieSit perturbativnym pristupom s vyuzitim priblizného
ansatzu pre RPA zakladny stav, tzv. PP-QRPA, ¢o moze viest na aplikacie
pre realistické vypocty. Vyhodou tychto pristupov je praca vo fermiénovom
priestore a exaktné vyplnenie Pauliho principu pri pocitani komutatorov s
ucastou jadrového hamiltonianu. Danym sposobom sa docieluje, Ze kolaps
QRPA riesenia nevznika vo fyzikalnej oblasti predmetnych parametrov. To je
vyhoda v porovnani so Standardnou QRPA a RQRPA, ¢o by mohlo viest po
uspesnej aplikacii danej metédy v pripade realistickych vypoctov, k nahrade-
niu uvedenych bezne pouzivanych metod.

V ramci projektu predpokladame ziskanie QRPA rieSeni (energie, am-
plitidy jednoduchych [S-prechodov, maticové elementy 2v35-premeny) na
zna¢nom intervale hodnot parametra ¢asticovo-¢asticovej interakcie v pripade
vypoctov s realistickym jadrovym hamiltoniAnom. Predmetom néasho zauj-
mu bude model navrhnuty Kuzminom a Solovievom [15], ktory predstavu-
je zovSeobecnenie a rozsirenie jednovrstvovych schematickych hamiltonidnov
(23), (24):

H=H,+H,+ H,.,. (85)

Jednocasticové cleny H,, H, maju tvar

H, = Z eTaImTaTmT - Z G.SIS., T=p,n, (86)

T, M+ T
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a reziduélna ¢ast hamiltonidnu je urcena separovatelnou interakciou
J J
Hpes = 2x Z (=DM Bra(Br_a)' : =25 Z (=DM Pry(Pran) -
M=—J =—J

Bin = D_(PlOsuln)afan,  Pryy =D (plOsun)aziy,

pn pn

O1v = o7~ - Gamow-Tellerove pr., Oy = 7~ - Fermiho pr..
(87)
Uvedeny hamiltonian umoziuje realisticky opis Fermiho a Gamow-
Tellerovych 2vf3B-prechodov.
Za tcelom QRPA vypoctov je potrebné prepisat uvedeny ¢asticovy hamil-
tonian do kvazicasticovej reprezenticie s vyuzitim Bogoliubovovej transfor-
mécie. To vedie na nasledovné vztahy:

B =Y o (pn)[upvn AT (pn, 1s) + vpun A(pn, 1) — wpun B (pn, 1)
pn

+UPU7LB(pna ]-lu)]’

P, = Za(pn) [uptin AT (pn, 111) — vpv, A(pn, 1) + uyv, B (pn, 1p) (88)
pn

+’UpUnB(p’I’L, ]-lu)]a

lloln)

o(pn) = /3

Operatory proton-neutrénovych péarov kvazicastic vystupujice v (88) maja
tvar:

Al (pn,1p) = [a};aIL]i:l, A= (AN, Bi(pn,1u) = [a;dn]izl, B = (BN,

A(pn, 1p) = (=1)""*A(pn,1 — p),  B(pn,1p) = (=1)"*B(pn, 1 — p).
(89)

Explicitné vyjadrenia bifermiénovych operatorov (89) cez kvazicasticové ope-
ratory af, o, st potrebné pri exaktnom vypoéte komutatorov vystupujticich
v QRPA maticiach.

Pre uréenie RPA maticovych elementov je v§ak nevyhnutné poznat ana-
lyticka formu zakladného stavu |[RPA). V stlade s navrhnutou PP-QRPA
metodou budeme uvazovat QRPA zékladny stav v nasledovnom tvare:

‘RPA) = Ne ™ Zopnp'n!,J dpnplnl,JAf(pn,J[l)Af(pn,Jp)| > d= _YX71/2 ’ (90)
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kde N je norma a X, Y st varia¢né amplitudy vystupujice v QRPA rov-
niciach. Pre jednoduchost je moZné sa ohrani¢itf prvymi ¢lenmi v pertur-
bativnom rozklade |RPA) cez mocniny parametra d.

Realizaciu uvedenej tilohy mézme rozdelit na nasledujice ¢asti:

1. Odvodenie formil pre komutatory bifermiénovych operatorov Af, A,
B'. B, N,.

2. Perturbativny vypocet QRPA matic s presnostou na zvolenti mocninu
parametra d.

3. Vypocet 2v33-prechodu pre zvoleny jadrovy systém, napr. A = 76,
100: diagonalizacia QRPA rovnic, konstrukcia vzbudenych stavov pre-
chodového jadra, vypocet M2 pouzitim vztahu (22).

4. Porovnanie vysledkov ziskanych v ramci PP-QRPA s prislusnymi hod-
notami dosiahnutymi pomocou §tandardnej a renormalizovanej QRPA.
Priprava publikacie.
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