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Predslov

Zimné $kola zo symplektickej geometrie sa uskutocnila v dioch 5.-9. 2. 2007
na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky UK Bratislava. Bola myslena ako
jednoduchy tvod do symplektickej geometrie aj jej aplikacii, ktory by bol vhodny
pre Studentov matematiky aj fyziky. Pévodne sme ocakivali do 30 ucastnikov;
napokon sa zacastnilo 62 Tudi, z toho asi polovica z Ceskej republiky. Duafame
teda, ze §kola prispela k spolupréci a porozumeniu medzi fyzikmi a matematikmi,
ako aj medzi Cechmi a Slovikmi.

Prednésajtci jednotlivych prednasok st v tomto zborniku vyznadceni inicidlami:
Marién Fecko (MF), Jilius Korba$ (JK), Martin Niepel (MN), Pavol Severa (PS).

Zimna skola bola uskutonend v ramci projektu ESF JPD 3 2005/NP1-013,
Iniciovanie centra pokrodilych studii z fyziky. Na jej uskutocnenie finané¢ne prispeli
Nadécia SPP, pan a pani Adrian Volosin a Iveta Batykova a Slovenské fyzikalna
spolo¢nost. Vsetkym srdeéne dakujeme!

Denis Kochan a Pavol Severa, organizatori
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PREDNASKA 1

Diferencialne formy 1 (MF)

Motto: Symplektickd geometria bez foriem je ako rastlina bez listov.

e Linearna algebra foriem (tenzory, objemy — formy, operacie na nich)

e Formy na variete (stradnicové vyjadrenie, algebraické operacie)

e Pull-back, vonkajsia derivicia, Lieova derivécia foriem, Cartanov vzorec

Ly = iyd+ diy a podobne

Tato Zimné gkola sfubovala, Ze je pre tych, ,ktori by sa chceli obozndmit so zdkladmi
symplektickej geometrie.” Centralnym objektom symplektickej geometrie je ista
§pecilna diferencidlna forma. Preto si v uplne prvej prednaske povieme (pripome-
nieme) niekolko elementarnych faktov o diferencidlnych formach veobecne. Nie
vela, vrcholom bude Cartanov vzorec Ly = iy d + diy. Kto ho poznd a rozumie
mu, ni¢ nové ani zaujimavé sa tu nedozvie.

Je viacero sposobov ako motivovat zavedenie vonkajsich foriem (3pecidlne difer-
encialnych). Jeden z nich vychédza zo snahy pocitat objemy rovnobeZnostenov a
vyusti do integrovania foriem na varietach. Integrovanie priblizi vo svojej pred-
naske Palo Severa. V mojej budt zéklady linedrnej algebry foriem, algebry foriem
na variete a diferencidlneho poctu foriem.

Zatnime tou linedrnou algebrou.
Dualny priestor. Majme n-rozmerny vektorovy priestor L. Pripomenme si najprv
pojem dudlneho priestoru: je to priestor linearnych zobrazeni

a:L—R v alv) = (o,v) €R

Prvky L volame vektory a prvky L* kovektory. V L* existuje prirodzena linedrna
Struktiara

{a+ AB,v) := {a,v) + N3, v) a,BeLl*AeR

takze vyraz ( ., . ) je linedrny v oboch okienkach. Ak zafixujeme v L Tubovolnu
bazu e,, v L* sa da zaviest n kusov kovektorov e® vztahmi

(e v) = <€a7vbeb> = ¢ a Speciélne (€%, ep) = Of
Tahko sa overi, Ze tieto kovektory tvoria bazu priestoru L*, takze lubovolny kovek-

tor mé (jednozna¢ny) rozklad

o= age” g = {a, eq)

Tenzory typu (0,p). Zobrazenie t, ktoré priradi p kusom vektorov (jedno) realne
¢islo
t:Lx---xL—R Voo wi (v, w) €ER

pricom vysledné ¢islo zavisi linedrne od kazdého argumentu zvlast (povie sa, Ze
zobrazenie je polylinedrne alebo multilinedrne), sa vola tenzor typu (0, p). Speciélne
pripady st kovektory (p = 1) a bilinearne formy (p = 2). Pre p = 0 sa definuje, Ze
tenzory typu (0,0) st jednoducho &sla (nemam ani jeden vektor a mam tomu aj
tak priradit ¢islo = musim to ¢islo mat uz na zaciatku.) Tenzory typu (0, p) tvoria

4



1. DIFERENCIALNE FORMY 1 (MF) 5

prirodzene (podobne ako to bolo v $pecidlnom pripade L*) linearny priestor TI?(L)7
ak sa polozi

(t+As)(v,...,w) :=t(v,...,w) + As(v,...,w)

Aky je jeho rozmer? Ak pre vSemozné a,...,b = 1,...,n zavedieme tenzory e* ®
.-~ ® eb vztahom

(1) (@ @e")(v,...,w) =v"...w
a §peciélne
(2) (" ®---@e)(ee,...,eq) =0%...85

tak sa lTahko overi, Ze tvoria bazu priestoru TI?(L), takze Tubovolny tenzor mé
(jednozna¢ny) rozklad

(3) t=to 0" @ @ ta..b = t(eas- -, )

Rozmer priestoru TI?(L) je teda nP (Cisla t,. p su komponenty tenzora t voCi baze
(2).

¥ Pripomefnime, ako je definovany tenzorovy sicin (operacia Ziarovka): ak ¢t a s
su typu (0,p) a (0,q), tak t ® s je typu (0,p + ¢q) a funguje takto:

(t@s)(uy...,v,w,...,z):=t(u,...,v)s(w,...,z)
a teda (t Y S)a“.bc‘..d = tla..bSc...d

Overi sa, Ze je asociativny (plus bilinedrny a nekomutativny) a ze (2) je 8pecialny
pripad. A

Formy v L. Uvazujme n kusov vektorov v, ..., w a natiahnime na ne rovnobeznos-
ten. Predstavme si, Ze by sme chceli vyratat jeho objem. Tento objem je iste nejaké
redlne ¢islo, takze vedief vyrataf spominany objem znamena poznat isté zobrazenie

a:Lx--xL—-R vy w— alv,. o, w) €ER

Z obrazkov v dvoj- a trojrozmernom priestore nahliadneme, Ze toto zobrazenie je
linearne v kazdom argumente.

(S tou linearitou to nie je celkom trividlne, ak v linedrnych kombinaciadch uvazu-
jeme aj zdporné koeficienty (Co, samozrejme, poziadavka linearity obsahuje). Naprik-
lad chceme, aby a(—wv,...,w) = —a(v,...,w), ¢o ale znamend, Ze pripustame
aj zdporné objemy. Ked sme uz boli pristihnuti, ¢estne priznidvame, Ze naozaj
pripustame. To, ¢o pocitame (a ¢o je dané uvaZovanym linedrnym zobrazenim),
sa presnejsie vola orientovany objem.)

Vzorec pre objem je teda dany nejakym tenzorom typu (0,n). Tento tenzor je
vSak dost 8pecialny, lebo musi zabezpecit prirodzent poziadavku, aby ,splasnutym”
(oficidlne degenerovangm) rovnobeznostenom priradil nulovy objem. Degenerovany
rovnobeZznosten spoznam tak, Ze sa natahuje na vektory, ktoré nie si linedrne
nezavislé (to, ¢o sa na ne nafahuje, teda ma mensi rozmer, ako keby boli linearne
nezavislé). Ak ma maft kazdy degenerovany rovnobeznosten nulovy objem, zobraze-
nie o musi byt 4plne antisymetrické.

v Chceme, aby pre kazdy vektor w platilo (..., w,...,w,...) = 0 (lebo dva
vektory st rovnaké, takze rovnobeznosten je splasnuty). Potom ale

O=oa(..,v+u,...,v+u,...)
=a...,v,..,0,. . ) +al. o uy . u. )
+al..,v,. o u ) Falo o u v, )
=04+0+al...,v,... u,... ) +al..,u,...,0,..0)
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takze
(4) a0, oty )= —alo Uy, )

A
Mame tak celkom dobra motivaciu studovat tplne antisymetrické tenzory typu
(0,m). A aby sme mohli pocitat aj objemy menejrozmernych rovnobeznostenov, ako
je rozmer celého priestoru (napriklad plochu $tvorca v trojrozmernom priestore),
potrebujeme vSeobecne aj tplne antisymetrické tenzory typu (0, p) v n-rozmernom
priestore (0 < p < n). Takéto tenzory sa volaju p-formy v (n-rozmernom) linedrnom
priestore L. Daju sa (ako vetky tenzory) linearne kombinovat a teda tvoria linearny
priestor. Je to podpriestor priestoru Tg (L) a budeme ho ozna¢ovat AP L*. Pripady
p = 0,1 st vynimoc¢né, lebo tam antisymetria nemé zmysel a tie sa iba prirodzene
dodefinuju:

AL :=T)L)=R AL :=T)L)=L*

Definicia komponent (3) a vlastnost (4) ukazuji, Ze (aj) komponenty foriem si
uplne antisymetrické

& q..b.. = —Q b.a.. takze Qg..b = Qq...b]

Vsimnime si, Ze tenzorovy suéin ,nereSpektuje formy”: ak tenzorovo vynésobim
dve formy, vysledok uz vSeobecne nie je forma (vysledny tenzor nemé uplni anti-
symetriu). To by bolo dost mrzuté, keby sa to nedalo opravit. Ale d4 sa. Zareg-
istrujeme totiz moznost doleZite]j projekcie tenzorov na podpriestor foriem (vydelenie
(aplne) antisymetrickej casti tenzora):

Al : T(L) — APL* tab — Lo 1] Alt o Alt = Alt

Pomocou nej Tahko dodatotne opravime, ¢o tenzorovy sucin trochu nezvladol - po
tenzorovom sucine foriem aplikujeme na vysledok eSte projekciu na (aplne) an-
tisymetricku cast a vysledok wZ bude formou. Tento sucin sa vola vonkajsi sucin
foriem

()

ang.= 2T (p+9)

WA“ (a®ﬁ) takze (a/\ﬂ)a..‘bc..‘d = Wa[a...bﬁc.,.d]

Tento st¢in mé nasledujiice uzitoéné vlastnosti:

bilinearita aA(B+ A7) =aAf+AaAT

(6) B+AT)ANa =FANa+ AT A«

(7 asociativnost (e AB)Ay =aA(BA7Y)

(8) Z-graduovana komutativnost alAp =(-D"B A«

(9) a 8peciélne pre bazu 1-foriem e? A el =— e ne?

(V prvych dvoch riadkoch je A € R, v predposlednom je « p-forma a (3 je ¢-forma.)

Rozklad formy podla bazy sa da zapisat nielen cez tenzorové suciny (to sa urcite
da, ved je to len Specialny tenzor), ale aj tak, Ze bude obsahovat vylu¢ne vonkajsie
suciny:

1 a b
(10) a=— Qq pe*N---Ne
p!
Priklad: ked sa vzorec (10) rozpiSe na drobné, tak v trojrozmernom linedrnom
priestore L s bazou ey, ez, e3 (a dudlnou e!,e?,e® v L*) dostdvame nasledujtice
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vyjadrenia najv8eobecnejsich p-foriem:

0 a:kl

1 a = ket + koe? + kel

=2 a=ke' Ne? + ko Aed + ksel Aed
=3 a=ke' Ne?Aed

kde k; st TubovoIné konstanty.

Zapis (10) je mimoriadne vhodny pre praktické manipulécie s formami. Napriklad z
vlastnosti A (pozri (6) - (9)) vyplyva, Ze cela praca pri vypocte vonkajsieho sucinu
a A B takto rozlozenych foriem spociva v tychto krokoch:

- zépise rozlozenych foriem za sebou

- roznasobeni ¢lenov (kazdy s kazdym)

- presunuti v8etkych konstant dopredu

- wvySkrtnuti Clenov, ktoré obsahuju niektory bazovy kovektor e® wiac ako
raz (taky c¢len je nulovy vdaka antikomutacii bazovych kovektorov (9):
e Neb = —ePNet el nel =e2net = =0).

Nech napriklad opét dim L = 3, baza L* je e',e?,e? a nech
a=2e!+é B=-3eNed +4e2 N eP

Potom

(2! +e3) A (=3er Ae® +4e? AeP)
=-—6e' ANetned + 8 A Aed =33 Ael AeP +4ed A2 A =
—— —— ——
0 —elpned —e2Ae3
=8l ne2Aed+3et AP Aed —de2 Aed ned =
T/ T/

alAp

=8 Ae? Ae?

Vsimneme si, ze komponenty p-foriem maji p indexov. Speciélne komponenty
1-foriem st jednoindexové objekty a komponenty 2-foriem si dvojindexové objekty,
pri¢om oba indexy prebiehaju rovnaky pocet hodnot (v n-rozmernom priestore 1
az n). To znamend, ze komponenty dva-foriem mozeme graficky zobrazovat ako
Stvorcové antisymetrické matice. Priklad: ak uvazujem S$tvorrozmerny priestor L,
tak jedna konkrétna identifikiacia 2-formy a matice jej komponent je

0O 1 0 0
-1 0 0 O

1 2 3 4 _
a=e Ne " +e’ Ne — Qgp = 0 0 0 1
0O 0 -1 0

Velmi dolezitou (a zaroveh jednoduchou) algebraickou operaciou na forméch je
vniutorny sucin formy s vektorom. Pre dany vektor v € L to je zobrazenie a —
iy, = v1 «, ktoré spociva v tom, ze vektor v dosadime ako prvy argument do
p-formy «;, t.j.

(tva) (U, ..., w) = a(v,u,. .., w) aeNPL* p>1
(11) iya =0 p=0
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VzhTadom na mimoriadnu jednoduchost svojho zavedenia ma az prekvapujuco vela
zaujimavych (a pre praktické manipulacie uZito¢nych) vlastnosti. Spomenme tieto:

(ipQ@)q..b = VQeqa.. b komponentny vzorcéek
Tolw = —lwiy antikomutativnost
Tyfaw = Ty + Ay linearita
iw(a+AB) = i,a+ Xi,0 linearita (in4)

iv(aAB) = (iya) NS+ (Ha) A (i,5) grad. Leibnizovo pravidlo

Formy na variete. Pripomenme, Ze varietu robi varietou to, Ze na nej v okoli
kazdého bodu funguji lokdlne siradnice (x', ..., z"). Ukazuje sa, Ze v kazdom bode
P variety M existuje kanonicky n-rozmerny linedrny priestor, dotykovy priestor v
P. Jeho prvky sa volaja vektory v bode P a samotny priestor sa oznacuje TpM.
Ako béazu tohoto priestoru mozeme zobrat sdradnicovi bizu O1|p, ..., 0n|p. Dudlnu
bazu k nej tvoria kovektory dzl|p,...,dz"|p (je to baza kodotykového priestoru
Ty M). Ak na tychto symboloch vynechame referenény bod P, dostaneme ,,bazové”
vektorové a kovektorové polia; st bazové v tom zmysle, Ze ich hodnoty v kazdom
bode P poskytuju bazu dotykového resp. kodotykového priestoru v P (teda netvoria
bazu nad R pre vSetky vektorové polial).

Formy sa na varietu dostani jednoducho tak, Ze sa ako priestor L vezme
dotykovy priestor TpM. Potom je z (10) zrejmé, ze vSeobecnéd p-forma na variete
sa da zapisat (uz ako pole v stiradnicovej oblasti) v tvare

1 ) )
(12) o= Zj o, j(x) de* N Nda?

Priestor p-foriem na variete M sa oznacuje QP (M).
Priklad: Vzorec (12) pre dvojrozmerni sféru S? so stradnicami ¥, ¢ hovori, Ze tam
méame nasledujuce lokalne vyjadrenia najvSeobecnejSich p-foriem:

p:() a:fl(ﬁvw)
p=1 a= f1(9,p) di + f2(V, ) dp
p=2 a= fi(d,e) dd Nde

kde f;(9, ) st lubovoIné (hladké) funkcie na sfére.
S formami na variete mozeme ,,pobodovo” robif vietky operacie, ktoré pozname
z algebry foriem v lineArnom priestore L. Napriklad na sfére S? mozeme robit
vypocty typu
[sin ¢ d¥] A [cos ¥ dy] = cos I sing d¥ A dp
i30,[cos p d A dp] = —3 cos ¢ dV

Na variete v8ak pristupuju aj nové moZznosti, lebo sa tu da derivovat (a tiez integrovat,
pozri prednagku Pala Severu).

Diferencialny pocet foriem. Spomenieme tri operacie - pull-back, Lieovu deriva-
ciu a vonkajsiu derivaciu.

Majme dve variety a zobrazenie medzi nimi, f : M — N. NavySe eSte majme
formu « na variete N. Pull-back f* je operacia, ktorou sa forma « ,,faha spat” (=
proti smeru f) a jeho vysledkom je uz forma f*« na M. Abstraktne to pobodovo
funguje takto

(f*()é)(’l), . 'aw) = O‘(f*”v e f*w)
kde f.v je standardné oznalenie pre push-forward vektora v (,tla¢ime ho dopredu”,

z bodu P na M do bodu f(P) na N).
[Pull-back nie je $pecifikum foriem. D4 sa rovnako dobre robif s hocijakymi
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tenzormi s dolnymi indexmi (nemusia byt teda tplne antisymetrické; priklad - in-
dukovany metricky tenzor), ba niekedy (ked existuje hladké inverzné zobrazenie
f~1) dokonca s Fubovolngmi tenzormi (modzu mat aj horné indexy).|

Odtial hned vychéadzaju jeho kltcové vlastnosti

fanp) = (ffa) A (fB) [H(d®) = d(f*®) = d(®o f)

a z nich ihned dostavame vzorec na vypocet pull-backu formy zadanej v strad-
niciach:

p CElenov

S —_——
[fa=f paa...b(y) dy /\--~/\dyb

= ]% g b(y(x)) Ji (). .. J]b(z) de' Ao A da?

p &lenov

Vidno, Ze pull-back nie je ,diferencidlnou” operaciou na forméch - nederivuju sa
komponenty pull-backovanej formy, ale (len) funkcie y®(z), ktoré opisuju zobrazenie
f- Naozajstnymi diferencialnymi operdciami na formach s ale Lieova a vonkajsia
derivdcia, ktoré sa oznacuju Ly a d.

Uvazujme na M vektorové pole V. Ak kazdy bod posunieme o ¢ po integralnej
krivke pola V, vznikne zobrazenie ®; : M — M. Jeho pull-back ®; potom postva
tenzorové polia o t proti smeru integralnych kriviek pofa. Rozdiel tenzora, ktory
sme spétf do bodu x pritiahli a tenzora, ktory v bode x bol (v limite pritahovania
z Coraz blizsieho bodu) meria to, ako sa dané tenzorové pole A meni v smere pola
V. Presnou mierou tejto zmeny je Lieova derivicia Ly A := (d/dt)|o®} A.

Lieova derivécia, podobne ako pull-back, nie je Specifikum foriem. D& sa pocitat
z hocijakého tenzorového pola.

Naopak vonkajsia derivicia funguje len na formach. Je ,jadrom” zakladnych
diferenciélnych operécii vektorovej analyzy v E® (gradient, divergencia, rotécia
a Laplaceov operétor), ale aj ich roznych dalekosiahlych zov§eobecneni. Najprirodze-
nejSou motivaciou pre jej zavedenie je integralny pocet - da sa v iom zaviest ,tak,
aby platila Stokesova veta” (kfucovy vysledok integralneho poctu foriem). Je to
zobrazenie na forméch, ktoré ma nasledujice vlastnosti:

1. d:QP(M) — QPFTY(M) zobrazenie stupha + 1

2 dla+ A3) = da+ \dp R — linearita (A € R)

3 df =df vpravo je gradient funkcie f
4. dd=0 nilpotentnost

5 dla A ) = (da) A B+ () ANdS grad. Leibnizovo pravidlo

t.j. d je derivdcia Cartanovej algebry stupria +1 (body 1.,2.,5.)), ktora je navyse
nilpotentna (bod 4.) a na stupni 0 sa zhoduje s gradientom funkcie (bod 3.). Ukazuje
sa, ze vlastnosti 1.-5. iplne charakterizuji operator d a vyplyva z nich komponentny
vzorec

(da)i. gk = (1) (p+1) o s a € Q7 (M)
Casto sa viak vypodita vonkajsia derivicia konkrétnej formy rychlejsie pouzitim jej
vlastnosti 1.-5. ako z uvedeného komponentného vzorca. Napriklad
d(zdy —ydz) =dx Ndy+x ANddy —dy Ndz —y Addz = dx Ndy — dy Ndz

Na zaver spomenme niekolko uzitoénych identit, ktoré platia medzi zavedenymi
operaciami na forméch. Déavaju do savisu Lieovu derivaciu, vonkajsiu derivaciu,
vndtorny sucin a pull-back foriem a ¢asto sa vyuzivaju aj v symplektickej geometrii.
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Ich dokazy si moze skusit citatel rozmysliet sam, pripadne sa ingpirovat literatarou
(st napriklad aj v knihe [Fecko])

Ly =iy d+diy

[Lv,iw] = Lv iw —iw Lv = ijv,w)
i, Lv] _dﬁv—ﬁv d=0

d, f*l=d f*— f*d=0
do(U, V) = U( (V) = V((U)) — a([U, V])
dpU,V,W) =U(B(V,W)) = V(B(U,W)) + W(B(U,V))
(U, VI, W)+ B(UW], V) = B([V,W],U)

— B([U, [
={U(B(V,W)) — B([U,V],W)} + cykl.



PREDNASKA 2

Hamiltonovskad mechanika 1 (MF)

Cesta od Hamiltonovych rovnic k Poissonovmu tenzoru a od neho k sym-
plektickej forme

Bezsturadnicovy zapis Hamiltonovych rovnic pomocou symplektickej formy
Hamiltonovske polia a ich vlastnosti

Hamiltonovsky tok <I>f generovany funkciou f, invariantnost formy w voci
nemu

V celej tejto prednéske sa obmedzime na pripad, ked hamiltonidn nezavisi explic-
itne od Casu (ststava rovnic je autonémna). Co treba urobif, ked to tak nie je,
spomenieme neskor.
Uvazujme Hamiltonove kanonické rovnice

o0H . OH ]
= =— a=1,...n

e Pa 9g7 )
zname z kurzu teoretickej mechaniky. Kedze to je stustava obycajnych diferencialnych
rovnic prvého rddu, moédzeme ich interpretovat ako rovnice pre integralne krivky
istého vektorového pola na R?"*[q%, p,]; konkrétne vidno, Ze ide o pole

_OH 0 0H 0
~ 9pa9g* 9q° Opa
Cielom je zbadaf za tymito rovnicami nejaki ,,objektivnu” $trukturu, t.j. zapisat ich

v bezsiradnicovom tvare. Premenujme najprv v 2n-rozmernom fazovom priestore
R?"[q, p] stradnice nasledovne:

(13) q*

(14) CH

ZZ = (217""Zn’2n+1""’22n) ::(ql"."qn’pl".'7pn) = (qa7pa)

(15) i=1,....2n; a=1,...,n

(t.j. zabudnime na ,neprirodzené” delenie v8etkych stradnic na dve polovicky oz
nacené roznymi pismenami a ozna¢me ich namiesto toho tak, ako sa to bezne robi
na varietach - jednym pismenom z s indexami od 1 po rozmer variety). V tychto
suradniciach dostédvame pre vektorové pole (14) postupne vyjadrenie

_o9H o9 | OH 0 oH 0
U= g tamzgz Tt g
oOH 0 oOH 0 OH 0
T 021 92t 9229202 9an 9220
= (dH)n+181 + (dH)n+282 + -t (dH)gnf)‘n
—(dH)10n+1 — (dH)20n12 — -+ — (dH )p02n
(16) = (dH);P70;

takZe rovnice (13) buda maft tvar
(17) = (ly(2) = (0;H)PY = (dH),;P7* i=1,...,2n

Stvorcova 2n x 2n konstantnd matica PJi ktora sa objavuje v tychto zipisoch,
obsahuje vicsinou nuly a len tu i tam jednotku alebo minus jednotku; jej explicitny

11



2. HAMILTONOVSKA MECHANIKA 1 (MF) 12

tvar je

(18) Pi(z) = GI)Z Bi”) = _Piiz)

Vidime, Ze je antisymetrickd a (po drobnom vypocte aj Ze je) nesinguldrna.

Ak sa pozrieme na vysledok (17) ,tenzorovo”, zbaddme, Ze vektorové pole (g,
ktoré je za Hamiltonovymi rovnicami, méa dost Specidlnu struktiaru - je poskladané
z dvoch roznych geometrickych objektov (tenzorovych poli), a to z kovektorového
pola dH (gradientu hamiltonianu) a z tenzorového pola P typu (2,0)

Y =Cu Cy =P(dH, .)
g 1. 0 0
— P , L= —pi AND = —
P =P (2)0; ® 0, 273 (2)0; N 0, 0pa/\8qa

Kedze matica P7* komponent pola P je antisymetrickd, ide o bivektorové pole (=
antisymetrické tenzorové pole typu (2,0)). Toto bivektorové pole sa vyskytuje este
aj v inom znamom vyraze. Ak totiz pocitame derivaciu Tubovolnej funkcie f v
smere vektorového pola (g (GiZze ak skimame, ako sa meni hodnota funkcie f v
smere rieSeni ¢*(t), p,(¢t) Hamiltonovych rovnic (13)), dostavame z (14) a (16)

. OH 0 OH 0
(19) = (a/dt) Fa@Opalt) = Cuf L m2E - 202 < )

2 (dH); P70, f = P(dH, dg)

Vidime, Ze bivektorové pole P umoziuje velmi kompaktny zapis Poissonovej zdtvorky
Tubovolnych dvoch funkcii na fazovom priestore

_0f 9g  Of 0y

(20) {f,9} = O 0" Bq" Bpy P(df)i(dg); = P(df,dg)

Bivektorové pole P, ku ktorému sme sa dopracovali, spliia ete naviac isti
diferencialnu identitu, ktord zabezpecuje platnost Jacobiho identity pre Poissonove
zatvorky

(21) {{f,9},h}+ cykl. = P(d(P(df,dg)),dh) + cykl. =0
Jej explicitny suradnicovy tvar vychadza (nebudeme ho potrebovat)
(22) Pripitl =0

Toto pole sme zatial dostali len na konkrétnej variete R?" a v konkrétnych stradni-
ciach na nej, ale ukazuje sa vyhodnym zaviest ho vo v§eobecnom pripade ako novi
uzitoénu geometricku struktiru. Lubovolné bivektorové pole P na variete M, ktoré
spliia spominanii identitu sa vola Poissonov tenzor a varieta (M, P) s takymto ten-
zorom poissonovskd varieta. Ako vidno z (20), v fubovolnych saradniciach platia
vyjadrenia

(23) PV ={a',2’} {f,9} = @)z, 2 }(0;9)
Vektorové pole, ktoré ma tvar
(24) Cp o= P(df, .)

sa potom vola hamiltonovské pole generované funkciou f. Zatial teda mézeme zhrntft
nasu snahu o bezstradnicovost zapisu Hamiltonovych rovnic takto: studovat dy-
namiku dant (lokalne) Hamiltonovymi rovnicami (13) je to isté, ako Studovat dy-
namiku zadant globalne a bezstradnicovo v tvare

(25) 5= (= P(dH, .)

kde P je Poissonov tenzor na variete M a H je preferovana funkcia na tejto variete,
hamiltonian.



2. HAMILTONOVSKA MECHANIKA 1 (MF) 13

Na&s Poissonov tenzor je nedegenerovany (pozri vypocet za (18)). Toto sa od
vSeobecného Poissonovho tenzora nepozaduje, my sa vSak dalej budeme venovat len
pripadom, ked to tak je. Vtedy sa totiz da pribeh prelozit do reci diferencidlnych
foriem, ¢im sa veci technicky vyrazne zjednodusia (lebo na formach mame zézraéne
jednoduché a silné d apod.; navySe prave nedegenerovany pripad je ,paradigmat-
icky”). !

Pozrime sa teraz na vyssie spomenuty prechod k "zrkadlovému obrazu" (nede-
generovanej) poissonovskej dynamiky, ktorym je symplektickd dynamika. Definujme
na fazovom priestore R?"[¢%, p,] = R?"[2!] tenzorové pole w typu (g), ktorého mat-
ica bude (az na znamienko) inverzna k matici P%

(26) Pow=-1 tj PPuy, =-8

" = e = (o) = e

Je dost tazké si nevsimnut, Ze matica w;; je (v tychto suradniciach) vlastne uplne
rovnaka, ako matica P¥ z (18). Je teda tieZ antisymetrickd a nesinguldrna, takze
zodpoveda nedegenerovanej 2-forme.

Ak 7z komponent zostavime celt 2-formu, dostaneme pre hu v sturadniciach z°
a (¢%, ps) vyjadrenie

1 4 4
(28) w= iwijdzz ANdz? = dpg N dg®

Z neho vidno dalgiu doleziti vec, totiz ze forma w je eSte aj uzavretd, > teda Ze
splia dw = 0.

Spolu sme teda o forme w zistili toto: je to uzavreta a nedegenerované 2-forma.
Vseobecne sa definuje, ze

- symplektickd forma je uzavretd a nedegenerovana 2-forma,

- symplektickd varieta je varieta, na ktorej je definovand symplekticks forma a

- symplektickd geometria® je Cast geometrie, ktora studuje symplektické variety.

Hamiltonove rovnice ndm teda pomohli odhalit, Ze fazovy priestor je prirodzenou
symplektickou varietou. Ukazuje sa, ze symplekticka forma sa podiela na vsetkom
zaujimavom, ¢o sa vo fazovom priestore deje. Jej odhalenie je preto zasadnym
krokom k pochopeniu hamiltonovskej mechaniky.

Naga cesta k symplektickej forme sa zacala v pdrnorozmernom (fazovom) priestore.
Zo vieobecnej definicie symplektickej formy nie je apriori jasné, ¢i si takyto objekt
naozaj nevyhnutne vyzaduje parny rozmer priestoru na ktorom Zije, alebo & to
bola len ndhoda. Lahko sa v8ak nahliadne, sa sa to ind¢ naozaj neda, t.j. ze kazda
symplekticka varieta je parnorozmerna.

KedZe (v nedegenerovanom pripade) tenzory P a w su podla (27) navzdjom
inverzné, ¢okolvek, do ¢oho vstupuje P sa da vyjadrit cez w. Pozrime sa naprik-
lad, ako sa vyjadruje cez w vSeobecné hamiltonovské pole a Poissonova zatvorka
dvoch funkcii. Najjednoduchsia cesta je uvidiet vysledok cez komponenty a potom
si uvedomit, ¢o to hovori bezstradnicovo.

1Bezst’lmdnicovy zapis Hamiltonovych rovnic v tvare (25) vychadzal z konkrétneho stiradni-
cového vyjadrenia Poissonovho tenzora, zo zapisu P = % A %. V prednéske 3 sa v8ak dozvieme,
7e defini¢né vlastnosti tohoto tenzora (nedegenerované bivektorové pole, ktoré splha diferencialnu
identitu z (21), (22) zaruc¢uja vzdy moZnost presne takéhoto lokalneho vyjadrenia (je to "kanonicky
tvar" nedegenerovaného Poissonovho tenzora.

2Je dokonca exaktnd, w = d(padq®) = df, ale to nie je velmi zaujimavé - v R2" si exaktné
vietky uzavreté formy a keby sme to nahodou uz mysleli dobudiicna na nie¢om inom, tak by to aj
tak bolo len stiradnicové - a teda lokdlne - vyjadrenie (a lokilne to plati zasa vidy).

3Koneéne sa teda vyjasnilo, o om bude tato Zimnéa kola.
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Vynasobme komponentny vzorcek (24) maticou w;;:

Ch=(df);P" = Chwin = (df); P wi = (df);(—67) = —(df )i

Ziskana rovnica C}wik = —(df ) sa vSak da Tahko zapisat v rydzo formovom bezsurad-
nicovom jazyku ako
(29) ic,w = (pow = —df

Této dolezita rovnica je tplne ekvivalentna rovnici (24) - jedna aj druha jednoducho
definuju (to isté) hamiltonovské pole (; generované (Tubovolnou) funkciou f na
fazovom priestore

(30) ¢ =Pdf, ) N i,w=Cpow=—df
Vyhodou ,formovej” definicie (29) je to, Ze s formami sa pracuje podstatne pohodl-

nejsie, ako s bivektorovymi polami. Z rovnice (30) sa napriklad lahko ukaze (skuste
si to!), ze plati

(31) Lew=0 Cr+ Mg = Criag [CrsCol = Cir0r
Hamiltonovské polia teda zachovavaja symplekticka formu a tvoria (co-rozmernt)
Lieovu algebru (st uzavreté voéi linearnym kombinaciam nad R a komutétoru).
Podobne sa jednoducho overi, ze Jacobiho identita je v jazyku symplektickej formy
w ekvivalentné jej uzavretosti

{f {9, n}} +{h.{f. 93} +{g,{h, f}} =0 & dw =0

v AkrozpiSeme vyraz dw((y, (4, () pomocou Cartanovho vzorca d3(U, V, W) =
. uvedeného na konci ivodnej prednéasky o forméach, dostaneme

dw((f?(g?(h) = = 2({f7 {g’ h}}+{h7{fag}}+{g’ {h7 f}})



PREDNASKA 3

Kanonické suradnice (PS)

Nagim cielom bude dokézat nasledujice tvrdenie:

VETA 3.1. Nech (M,w) je symplektickd varieta. V okoli kazdého bodu existuji
lokdlne siradnice x', p; (1 <14 < dim M/2), také, Ze

(32) w= Z dp; A da'.

Preco je tato veta zaujimava? Z matematického hladiska preto, lebo nam hov-
ori, ze lokalne su v8etky symplektické variety danej dimenzie rovnaké. Jediné, ¢im
sa mozu lisit, je to, ako su tieto lokalne kusky globélne pozliepané. Symplekticka ge-
ometria je teda symplektickou topologiou. No a z hladiska Hamiltonovej mechaniky
je zaujimava preto, lebo hovori, Ze lokalne je kazda symplekticka forma tvaru (32),
ktory dobre pozname z kanonickych siradnic. Nech teda vyrobime symplektickta
varietu Tubovolnym spdsobom (napr. symplektickou redukciou), vzdy je to lokélne
na§ stary znamy fazovy priestor. A eSte jeden jednoduchy dosledok vety: kazda
symplekticka varieta je parnorozmernd.

Najprv si viak dokdzme jednoduchsie tvrdenie z linearnej algebry:

VETA 3.2. Nech (V,w) je (konecnerozmerny) symplekticky vektorovy priestor.
Potom existuje takd bdza u;, v* priestoru V (1 <i < dimV/2), Ze

w(us, u;) =0, w(vi,vj) =0 w(ui,vj) = 5{7

¢iZe matica w v tejto baze je (v blokovom zdpise)

(o)

Dokaz je velmi jednoduchy. Vektor u; si zvolme lubovolne (jedind pozia-
davka je, aby bol nenulovy). KedZe w je nedegenerovand, existuje vektor v taky, ze
w(ug,v) # 0, a teda aj vektor v! taky, Ze w(uy,v!) = 1. Napokon si vS§imnime, Ze
ked zuZime w na podpriestor

Vo= fw € Vs wlwyur) = wlw, o)) = 0,

tak zostane nedegenerovana (preco?). V priestore V5 mozeme teda najst vektory
ug, v? take, ze atd.

(Mimochodom, ¢o sa stane, ak pripustime aj degenerované w? Pre nejaké k
bude w|y, =0 (preco?). Ako bude teda vyzerat w vo vhodnej baze?)

Vratme sa teraz k dokazu vety 3.1. Dokaz bude podobny ako v pripade vety
3.2. Skonstruujeme lokalne funkcie p; a z* tak, aby

a opéf ich budeme vyrabat postupne.

Funkciu p; si zvolme Tubovolne, s jedinou podmienkou, aby dp; # 0 v zadanom
bode P € M (v ktorého okoli konstruujeme lokalne suradnice). Hamiltonovské
vektorové pole &,, generované funkciou p; je v okoli P nenulové, a preto existuje

(moZno v este mengom okoli) funkcia x! taka, ze £,, 2! = 1. Posledné tvrdenie plynie
z vety o vypriameni vektorového pola (nenulové vektorové pole je vo vhodnych

15



3. KANONICKE SURADNICE (PS) 16

stradniciach rovné 9/0x'). D4 sa ale ukdzat aj na obrazku: zvolime si nadplochu

transverzalnu k £, a povieme si, 7e na nej je ' = 0. Potom ti nadplochu roznesieme

tokom pola a dostaneme ostatné tirovne funkcie x?!.
P1

Méme uz teda funkcie p; a z' také, ze {p1,x'} = 1. Vsetky ostatné p; a '
(i > 2) maju mat nulové Poissonove zatvorky s tymito dvoma funkciami, ¢ize maju
byt konstantné pozdlz integralnych kriviek vektorovych poli Epy a &y

Ako vyzeraju funkcie konitantné pozdlz integralnych kriviek vektorovych poli
&p, a €17 Kedze vektorové polia &,, a &1 komutuju (preco?), komutuja aj ich
toky, ¢ize na M nam lokalne posobi R2. Hladdme teda funkcie, ktoré sa pri tomto
posoben{ nemenia. Polia &, a ;1 st linearne nezavislé (lebo {p1,z'} = 1; ako to z
toho plynie?), teda posobenie je voIné. Lokalne teda mézeme napisat M = R2 x M,
kde M, C M je zadané rovnicami p; = 0, z' = 0. Nemenné funkcie sa teda daji
stotoznit s funkciami na Ms. Ms je ale symplektickd podvarieta, ¢ize na nej najdeme
funkcie py a 22 také, 7e {p2, 2%} =1 atd. O

Na zaver sa pozrime na to, ¢o sa deje v pripade Poissonovych variet. Ak je
(M, ) Poissonova varieta a bivektor 7 je nenulovy v bode P € M, tak nadalej
mozeme najst v jeho okoli funkcie p; a x! také, ze {p;,z'} = 1, a teda lokélne
M = R?x M,. Varieta M, je opif Poissonova (funkcie na M, stotoznime s funkciami
na M konstantnymi pozdiz R? a Poissonovu zatvorku proste spocitame na M) a
mozeme teda pokracovat. Ked skonc¢ime, ziskame lokalny rozklad

M =R* x M,

kde M’ je Poissonova varieta s m = 0 v pociatku.



PREDNASKA 4

Linedrna symplekticka geometria (MN)

Vela globélnych alebo zdanlivo nelinearnych vlastnosti objavujucich sa v sym-
plektickej geometrii moZzeme pozorovat priamo v linedrnom symplektickom priestore,
¢ pri jeho transformaciach. Tieto vlastnosti su fakticky vlastnostami jeho 2-formy
w, pricom podstatnd tlohu tu hréa jej nedegenerovanost. Jej druha vlastnost— ex-
aktnost, a z nej vyplyvajuce dosledky, sa naopak objavia aZz na v8eobecnych, ne-
linedrnych symplektickych varietach.

Velka cast vysledkov v tejto kapitole uroviiou zodpoveda cviceniam k pokrodcile-
jsiemu kurzu linearnej algebry, preto citatelovi odportacame preriesit si niektoré z
uvadzanych prikladov samostatne. Na zaver kapitoly tiez pripdjame pér cviceni,
ktoré mozu poskytnit hlbsi vhIad alebo iné pohlady na problematiku.

1. Symplekticky vektorovy priestor

V euklidovskom priestore R?" s bazou z1, 2o, ..., Zn, Y1, Y2, - - - , Y MOZeme za-
viest antisymetricka bilinearnu formu

wo = dxy Ndyy + dxs Ndys + - - - + dx, A dyp,
ktora sa da pre vektory z = (z,y), 2/ = (2/,y’) prepisat aj ako
0 -1 x’
N R A _
n(e0) = Slasts —wia) =~ (3 50 ) (5) =
J
= 2N =210 2 = (Joz,?'),
kde (-,-) je standardny skalarny sacin. Euklidovsky priestor R?" s formou wy je
zékladnym prikladom symplektického vektorového priestoru.
Vo v8eobecnosti, symplekticky vektorovy priestor bude dvojica (V,w), kde V
je konecnorozmerny vektorovy priestor a w je nedegenerovana antisymetrickd bi-

linedrna forma w : V x V — R. To znamen4, Ze plati
(antisymetria) pre vietky v,w € V

w(v,w) = —w(w,v),
(nedegenerovanost) pre kazdé v € V
YweV wlw)=0= v=0.

Pomocou nasledujiiceho cvi¢enia sa da ukizat, ze z podmienky nedegenerovanosti
formy w vyplyva, ze V musi mat parnu dimenziu.

CviCenie 4.1. Ukdzte, Ze redlna antisymetrickd matica s nepdrnym poctom
riadkov md nulu ako vlastni hodnotu s nepdarnou ndsobnostou.

1
CvicCenie 4.2. Ukazte, ze plati: de; Adyy A+ - Aday, ANdy, = —wWo\- - Awo =
n!

1 n
- /\wo. Tiez ukazte, Ze pre symplekticky vektorovy priestor (V,w) je podmienka
n!

n

nedegenerovanosti formy w ekvivalentna s podminekou /\ w #£ 0.

17
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Linedrny symplektomorfizmus symplektického vektorového priestoru (V,w) je
taky izomorfizmus ¥ : V' — V priestoru V', ktory zachovava symplekticka formu w.
Plati teda

U*w = w,
kde pod oznafenim ¥*w rozumieme stiahnuta (pull-backovani) 2-formu danu pred-
pisom V*w(v,w) = w(Vv, Yw) pre v,w € V.

Linearne symplektomorfizmy tvoria grupu, ktora oznacujeme ako Sp(V,w).
Grupu symplektomorfizmov zachovavajicu Standartni symplektickd §truktiru na
Euklidovskom priestore R?" znac¢ime ako Sp(2n) = Sp(R?",w).

Poznamka: V kapitole 3 sme si ukézali, ze v kazdom symplektickom vek-
torovom priestore dimenzie 2n existuje béza uq,...,un,v1,...,v, takd, ze

w(uj, ug) = w(vj,vg) =0 a w(uj,vg) = 0jk.

Takito bazu nazyvame symplektickd bdza. Tiez sa da ukazaft, Ze existuje izomorfiz-
mus (vektorovych priestorov) ® : R?" — V taky, ze ®*w = wy.

2. Grupa symplektickych matic Sp(2n)

Linearny symplektomorfizmus ¥ : R?” — R2" mézme reprezentovat redlnou
maticou ¥ typu 2n X 2n. Podmienka ¥*w; = wy pre symplektomorfizmus dava
nasledujuci vztah pre maticu W:

Vo, w € R — ol Jow = wo(v, w) = TFwy (v, w) = wo(Pv, Yw) = - VT Jy 0w,

Preto pre maticu ¥ reprezentujicu symplektomorfizmus musi platit U7 JoW = J.
Podobne, vietky matice spliajice tuto rovnost nazyvame symplektické.

Cvicenie 4.3. Uvazujme maticu ¥ = (é B),kde A, B, C, D sa bloky velkosti
n X n. Potom ¥ je symplektickd prave vtedy, ak k nej inverzni matica méa tvar

T _ pT
vt = (258,
Cvicenie 4.4. Ak st ® a U symplektické matice, potom ®W, U~ a U7 51 tiez
symplektické. Pomécka: Prenasobte rovnost U7 JyW = J, sprava maticou ! a
zlava (OT)~1,

LemMA 4.5. Kazdd symplektickd matica md determinant 1

DOKAZ. Vieme, 7e symplektickd matica ¥ musi spliaf ¥*wy = wp. Preto aj
A" (T*wy) = A" wo. Na druhej strane A" (¥*wy) = (A" wp) = (det ¥) A" wo,
¢ize det ¥ = 1. (]

LEMMA 4.6. Nech ¥ € Sp(2n), potom ak A je vlastnou hodnotou matice U,
aj A\~1 je jej vlastnou hodnotou s rovnakou ndsobnostou. Vlastné hodnoty +1 (ak
nimi i) sa vyskytuji vidy s pdrnou ndsobnostou. Vlastné podpriestory pre X, N,
ak A\ # 1 si ortogondlne vzhladom na formu w, t.j. ak Uz = Az a Uz’ = N2z pre
AN #£ 1, potom w(z,z') = 0.

DOKAZ. Prva ¢ast tvrdenia vyplyva z toho, ze ¥ a ¥ ! st podobné matice
ot = ottt
Preto je celkovy pocet vlastnych hodnoét, ktoré sa nerovnaji 1 alebo —1 parny. Ako
vyplyva z predchadzajicej lemy, sucin vSetkych vlastnych hodnét je 1, preto aj

vlastnd hodnota —1 bude mat parnu nasobnost.
Ortogonalita vlastnych podpriestorov vyplyva z rovnosti

M (Joz,2') = (JoWz,U2') = (Joz, 2').
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Pozrime sa teraz na suvis grupy Sp(2n) s dalsimi klasickymi grupami. Pre
toto porovnanie bude vyhodné, ak grupu GL(n,C) komplexnych linearnych trans-
formécii vektorového priestoru C™ budeme reprezentovat pomocou redlnych matic
nasledovne: vektor z = (z,y) v R?" identifikujeme s vektorom z + iy € C", nésobe-
nie maticou Jo v R?” bude potom zodpovedat nasobeniu komplexnou jednotkou i
v priestore C".

TVRDENIE 4.7. Platia nasledujice rovnosti:
Sp(2n) N O(2n) = Sp(2n) N GL(n,C) = O(2n) N GL(n,C) = U(n).

DOKAZ. Zopakujme si definujuce rovnosti, ktoré platia pre jednotlivé vyssieuve-
dené grupy a predpokladajme, 7e ¥ € GL(2n).
¥ e GL(n,C) & WJy = JyVU,
U € Sp(2n) & U110 = J,
T cO@2n) < VT =1
Ukazat, 7e kazdé dve z rovnosti implikuja tretiu nechavame ako cvicenie pre
Gitatela.
Pomocou cvitenia 4.3 vieme, ze ak je matica U = (4 B) symplekticka, potom

-1 _ ( DT -BT : : < = z : T e
U = ot ar ) Ak je matica U zaroven ortogonalna, musi platit tiez U™+ =

U7 = <AT cr ) Z toho plynie, ze D = A a B = —C. Matica ¥ preto bude mat tvar

U= (i,( ’)3/), z podmienky U7 ¥ = I navyse dostaneme rovnosti X7 X +YTY =1
a XTY = YT X. Opét nechavame ako cvicenie ukazat, Ze presne toto je podmienka
pre to, aby matica U = X + Y bola unitarna. O

Cvicenie 4.8. Nech A je regularna realna (komplexna) matica a B je kladne
definitna symetricka (hermitovska) matica splhajuca B> = AAT (alebo B? = AA*).

a) Ukazte, ze B~1A je ortogondlna (unitdrna).

b) Dokazte existenciu poldrneho rozkladu, t.j. kazda regularna matica A sa da
zapisat ako sufin A = PU , kde P je kladne definitna symetrickd (hermitovska) a
U je ortogonalna (unitarna). c) UkéZte, Ze polarny rozklad je jednoznacny.

Cvicenie 4.9. Majme symplektickt maticu ¥ € Sp(2n). T4 sa da jednoz
nacne napisat pomocou polarneho rozkladu ako ¥ = PU. UkaZte, Ze matica P? =
(UWT)t/2 je symplekticka pre kazdé ¢ € R.

Navod: Matica P = (UW7)1/2 je symplekticka, symetricka a kladne definitna,
preto sa da priestor R?" rozlozit na priamy stéet vlastnych podpriestorov Vy, kde
A je vlastna hodnota matice P. Potom je V) vlastny podpriestor aj pre vlastnu
hodnotu A* matice Pt. Ukazte, vhodnym vyuZitim ortogonality z lemy 4.6, %e trans-
forméacie dané maticami P’ buda zachovavat formu wy.

Vysledky predoslych cviceni nam poméhajt popisat vnorenie podgrupy U(n)
do Sp(2n), a nasledne odvodit ich dalsie spolo¢né vlastnosti.

Zobrazenie Sp(2n) x [0,1] — Sp(2n) dané predpisoom (¥, t) s (PUT)~t/2¥
bude deformacnou retrakciou z celej grupy Sp(2n) na jej podgrupu U(n), nakolko
(V,0) — ¥ a (¥,1) — (WU7)~1/20 = P~'PU = U. Matica U je ortogonélna, ale
to znamena, Ze patri do prieniku Sp(2n) N O(2n) = U(n), ¢iZe je aj unitarna.

Jednym z dosledkov existencie deformaénej retrakcie medzi grupami Sp(2n) a
U(n) je zhodnost ich homotopickych a homologickych grip, $pecidlne ich funda-
mentalnych grip.

TVRDENIE 4.10. Fundamentdlne grupy Sp(2n) a U(n) sid izomorfné s aditiv-
nou grupou Z celgch cisel, w1 (Sp(2n)) = m(U(n)) = Z. Izomorfizmus je dany
determinantom det : U(n) — S*.
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Poznamka: Pri determinantovom zobrazeni pocitame s komplexnou maticou

U = X +iY anie s jej redlnou reprezentaciou (3 7 ).

DoxkAz. Vdaka existencii deformag¢nej retrakcie z Sp(2n) na U(n) staci dokazat
tvrdenie pre U(n).

Pre symplekticki maticu ¥ € Sp(2n) mozme potom rozsirit determinantové
zobrazenie na p : Sp(2n) — S' nasledovne. Retrakcia (¥,1) = (¥¥7)~1/2¥ bude
lezat v prieniku Sp(2n) N O(2n), ¢ize (¥, 1) reprezentuje unitarnu maticu, ktora sa
d4 zapisaf ako (3 ). Potom definujeme p(¥) = det(X + iY").

Fakt, 7e m1(U(n)) ~ Z, pricom izomorfizmus je dany determinantovym zo-
brazenim, plynie z nasledujiceho pozorovania. Zobrazenie det : U(n) — S* definuje
fibraciu s fibrom det (1) = SU(n). Exaktna homotopické postupnost pre fibracie
nam dava:

m(SU(n)) — mUn) — m(S) — 7o(SU(n))
| |
{1} {1}

Nakol'ko grupa SU(n) je jednoducho suvisla, ako ukadZeme niz§ie, nakoniec
dostaneme 71 (U(n)) >~ m1(St) ~ Z.

Pre urcenie homotopickych grap w1 (SU(n)) a mo(SU(n)) postupujme induk-
ciou. Grupa SU(n) je zjavne jednoducho suvisld pre n = 1. Ak n > 2 moéZeme
uvazovat zobrazenie SU(n) — S2"~! ktoré zobrazi redlnu reprezentaciu matice
U € SU(n) na jej prvy stipec. Takéto zobrazenie je opit fibraciou a jej fiber je
SU(n — 1). Exaktna homotopickd postupnost nam opat da

(S — m(SUMn-1)) — m(SU(n) — m(S?" 1)
| |
{1} {1}
¢o je presne indukény krok, lebo jednoduché savislost SU (n—1) nam zaruéi jednoduchu
suvislost SU(n). O

CviCenie 4.11. Overte platnost predchadzajiceho tvrdenia pre matice typu
2 x 2 z grup U(1) a Sp(2). Najdite predpis pre determinantové zobrazenie p :
Sp(2) — St

3. Maslovov index

KedZe fundamentélna grupa Sp(2n) je izomorfna s aditivnou grupou celych
Cisel, po fixovani orientécie vieme kazdej uzavretej slucke v Sp(2n) reprezentujicej
prvok v w1 (Sp(2n)) priradit jednoznacne celé ¢islo — jej Maslovov indez.

Alternativne vieme Maslovov index definovat ako priese¢nikové &islo slucky v
Sp(2n) s tzv. Maslovovym cyklom Sp;(2n), ¢o je podvarieta kodimenzie 1 v Sp(2n),
tvorend maticami ¥ splhajucimi podmienku

UeSp2n), ¥=(AE5), det(B)=0.
4. Podpriestory symplektického vektorového priestoru

Z toho, Ze symplekticka forma w je v symplektickom vektorovom priestore (V,w)
nedegenerovand, vyplyva existencia prirodzeného zobrazenia medzi priestorom V a
jeho dudlom V*. Toto duélne zobrazenie je definované ako

I,: V-V kde v — tyw=w(v,-).
Zobrazenie I, je injektivne, ak totiz v — 0*, potom z nedegenerovanosti formy w

vyplyva, Zze v = 0. Zjavne je aj linearne, teda ide o izomorfizmus. Zobrazenie I, hra
vyznamnu ulohu aj pre vSeobecné symplektické variety, lebo ndm déva izomorfizmus
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medzi dotykovym a kodotykovym priestorom, a nasledne medzi vektorovymi polami
a 1-formami.

Podobne ako mézeme pomocou skalarneho stéinu, t.j. symetrickej bilinearne;j
formy, definovaft ortogonalny doplnok W+~ k nejakému podpriestoru W C V, mézeme
zadefinovat aj jeho symplektickyj ortogondlny doplnok W* ako

WY ={v eV |w(,w)=0 pre vietky w € W}.
Plati potom nasledujica lema.

LEMMA 4.12. Pre ortogondlny symplekticky doplnok W< v symplektickom vek-
torovom priestore (V,w) plati

dim W + dim W¢ = dim V.

DOKAzZ. Zobrazenie I : V — W*, dané ako zuZenie zobrazenia [, : V — V*
predpisom I : v — w(v,-)|y,, je surjektivne a jadrom zobrazenia I st prave vektory
z W¥. Preto dostavame

dimV = dimIm(J) + dim Ker(I) = dim W* 4+ dim W* = dim W + dim W*~.
O

Pre antisymetricka bilinedrnu formu w vo vektorovom priestore V je geometria
podpriestorov mierne komplikovanejsia ako pre symetrickal formu, t.j. Standarny
skalarny stucin. Podpriestor a jeho symplekticky ortogonélny doplnok sa totiz mézu
netrivalne pretinat, tym padom rozlisujeme viacero Specialnych pripadov. Hovorime,
Ze vektorovy podpriestor W C V, dim V' = 2n je

symplekticky, ak w|w je nedegenerovana,

izotropicky, ak W C W,

koizotropicky, ak W D W«

lagrangeovsky, ak W = W<,

Pre lagrangeovsky podpriestor teda plati w|y = 0, a tiez nutne dim W = n.

CviGenie 4.13. Ukazte, Ze podpriestor W C V je symplekticky prave vtedy
ak WNW« = {0}, ¢o je to isté ako V=W ¢ W¥.

Priklad 4.14. Pre symplekticky vektorovy priestor (R?", wg) so standardnou
symplektickou bazou x1,y1,. .., Tn, yn je linearny priestor L = span(xy,za,...,z,)
lagrangeovsky. Ako uvidime o chvilu, lagrangeovskych podpriestorov je v (R?", wy)
d'aleko viac a tvoria takzvany lagrangeovsky grassmanidn.

TVRDENIE 4.15. Nech A =Im (), kde X a'Y su bloky velkosti n x n. Potom
A je lagrangeovskijm podpriestorom v (R?" wy) prdve vtedy, ak XTY = YTX a
dimIm () =n.

DOKAz. Nech z = (F)ua 2’ = (). Potom

wo(z,2") =u” (XT,YT) IS ( )}S ) u =

=u” (-YT,XT) ( )}f ) ' =u" (=YX + XTY ),

z ¢oho uz dostavame naSe tvrdenie. O

Poznamka. V §pecidlnom pripade, pre za maticu X zvolime identickd maticu
1,, bude graf A = {(z, Az) | z € R"} matice A lagrangeovskym podpriestorom
prave vtedy, ak A bude symetricka matica.

Na to, aby sme mohli klasifikovat vSetky lagrangeovské podpriestory v sym-
plektickom vektorovom priestore (R%", wy), musime este zistit za akych podmienok
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mozeme dostat popis toho istého podpriestoru A dvoma réznymi spésobmi, t.j. kedy
Im () =1Im(3,).

Pripomefime si, ze podmienku XY = Y7X sme uz videli v suvislosti s
unitarnymi maticami. Bez ujmy na vSeobecnosti modZzeme predpokladat, Ze stlpce

matice (3% ) budu reprezentovat ortogonalnu bazu v A.

Potom ¥
T T _
(X7, Y )(Y)nn,

X"X+v"Ty =1,
¢ize naozaj X a Y reprezentuju unitdrnu maticu X +¢Y v U(n). Kedze kazda
ortonormalnu bazu v A vieme dostat z jednej fixnej akciou grupy O(n), dostavame,
7e lagrangeovsky grassmanian bude presne L(n) = U(n)/O(n).
Cvicenia
Cvicenie 4.16. Ukézte, ze charakteristicky polynom antisymetrickej matice

je parna funkcia, ak ma matica parny pocet riadkov a je neparna funkcia, ak ma
matica neparny pocet riadkov.

Cvicenie 4.17. Nech A = — A7 je nedegenerovand antisymetrickd matica typu
2n X 2n. Definujme formu w ako w(z,w) = (Az, w). Ukézte, Ze symplekticka baza
pre priestor (R?", w) sa d4 sknstruovat pomocou vlastnych vektorov u; +iv; matice
A.

Pomocka: vyuzite fakt, ze matica iA je samoadjungovand, a preto sa da diag-
onalizovat.

Cvicenie 4.18. Ukazte, ze ak symplektickd matica U € Sp(2n) je diagonali-
zovatelnd, potom sa da diagonailizovat symplektickymi maticami.
CvicGenie 4.19. Nech A a B su realne matice typu n x n. UkaZte, ze plati
’ A -B

B o4 | = ldet(A+ iB)|?.

Cvicenie 4.20. Nech (V,w) je symplekticky vektorovy priestor a W C V
Tubovolny podpriestor. Ukazte, ze faktorizovany priestor V' = W/(W N W¢) ma
prirodzent symplekticka Struktiru.

Cvi€enie 4.21. Nech § je Tubovolna, nie nutne nedegenerované, bilinearna
forma na vektorovom priestore W. Ukazte, Ze potom existuje baza uq, ..., U, v1,
ooy Up, W1, ..., Wy priestoru W taka, ze B(u;,vy) = 0 a pre vietky ostatné pary
bude 5(b1, b2) nulové. Baza s takouto vlastnostou sa nazyva Standardnou bazou pre
(W, B) a ¢islo 2n sa nazyva hodnost formy £.

CvicCenie 4.22. Ukazte, ze ak W je izotropicky, koizotropicky alebo symplek-
ticky podpriestor v (V,w), potom sa da kazda Standardna béaza priestoru (W, w)
doplnit na symplekticka bazu priestoru (V,w).

CviCenie 4.23. Ukazte, ze pre lubovolnd hyperrovinu W v 2n-rozmernom
symplektickom priestore (V,w) plati W C W, a teda forma w|y ma hodnost
2(n—1).

Pomocka: Na zaklade jedného z predoslych cvifeni vieme, Ze w|y ma parnu
hodnost, teda existuje nenulovy vektor w € W, pre ktory w(w,v) = 0 pre vSetky
v € w. Ukazte, Ze w generuje W«.

Cvicenie 4.24. Nech Q(V) oznacuje priestor vSetkych symplektickych foriem
vo vektorovom priestore V. Uvazujuc akciu grupy GL(2n,R) na Q(V) dand pred-
pisom

w— Uw,
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ukazte, 7e Q(V) ~ GL(2n,R)/Sp(2n).

Cvi€enie 4.25. Ukazte, ze ortogonalny doplnok k lagrangeovskému podpriestoru
A C R?" vzhl'adom na §tandardny skalarny stéin je dany ako A+ = JyA. Odvod'te z
toho, Ze ak uq, ..., u, je ortonormalna baza priestoru A, potom vektory uq, ..., Uy,
Jout, ..., Jou, tvoria bazu R??, ktor4 je zarovei symplektickd aj ortogonalna.

Cvi€enie 4.26. Uvazujme zvisly lagrangian
Avere = {Z = (l’,y) S R2n|l‘ = O} .
Pouzite Lemmu 4.15 na to, aby ste ukazali, Ze lagrangeovsky grassmanian £(n) sa
da popisat ako disjunktné zjednotenie
£(n) = Lo(n) US(n),
kde Lo(n) je totozné s afinnym priestorom symetrickych matic typu n x n a X(n)
pozostava zo vietkych lagrangeovskych podpriestorov v R?", ktoré sa nepretinaji

s Avert tranzverzalne. V takejto reprezentacii X(n) predstavuje Maslovov cyklus
(pozri podkapitolu 3).



PREDNASKA 5

Diferencidlne formy 2: integrovanie, Stokesova veta,
kohomoloégie (PS)

1. Integrovanie: Definicia

Diferencialne formy boli vymyslené nato, aby boli integrované. Myslienka je
jednoducha: ak je a diferenciadlna k-forma na variete M a N C M je oriento-
vané podvarieta, rozdelime N na malické k-rozmerné rovnobeznosteny. Pre kazdy
rovnobeZnosten spoc¢itame a(vy, ..., vx), kde vy . . . vy st vektory ktoré ho vytvaraja,
a napokon s¢itame cez vSetky rovnobeznosteny. Vysledok oznac¢ime

I

Antisymetria « je ndm zarudi, Ze vysledok nezavisi od pouzitého rozdelenia (vid
prednésku Diferencialne formy 1: motivaciou pre antisymetriu bola prave tato vlast-
nost). VSimnime si, Ze ak zmenime orientaciu N, integral zmeni znamienko.
Predchadzajica definicia bola pravdaze naivna. Skuto¢na definicia je ale podobna.
Pullbackneme (¢ize ztzime) « na N. Potom pokryjeme N otvorenymi mnoZzinami
U;, z ktorych kazda je pokryta lokdlnymi stradnicami, zvolime rozdelenie jednotky
(t.j. hladké funkcie ¢; na N také, ze 0 < ¢; < 1, >, ¢; = 1 a suppg; C U;) a

definujeme
/ pia = / pic
N U

ako integral v lokalnych stradniciach na U;

/(¢ia)12,,_ndx1d:r2 coodxy,
kde
pio0 = (d;0)12. ndxy Adxg A - ANdxy,

je vyjadrenie ¢;« v lokdlnych suradniciach. Napokon definujeme

/Noz:;/mqbia.

Nezavislost od vyberu lokdlnych suradnic plynie z vety o substiticii, a nezavislost
od volby ¢; sa l'ahko nahliadne.

2. Stokesova veta

Stokesova veta hovori toto: ak je a diferencialna k-forma na variete M a N ¢ M
je k + 1-rozmerna orientovana podvarieta s hranicou N, tak

/da:/ «
N ON

(ON zdedi orientaciu z N; treba zabezpecit, aby boli integraly definované - napr. pred-
pokladom 7e « ziZené na N ma kompaktny nosic).

24
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Dokaz Stokesovej vety plynie hned z definicie integralu. Lokalna mapa (t.j. lo-
kalne stradnice) nam identifikuji otvorent podmnoZinu U C M s otvorenou podm-
nozinou v “dolnom podpriestore”, t.j. v podmnozine R**! zadanej rovnicou z° < 0.

9

Pouzijeme rozklad jednotky, aby sme mohli predpokladat, Zze suppa C U
(t.j. vynasobime « prislusnym ¢;). No a napokon spocitame integral cez U tak,
7e najprv preintegrujeme cez x° - a Stokesova veta vylezie zo vztahu

0
[ f() dx = £(0).

Stokesova veta je teda désledkom Newtonovho-Leibnizovho vzfahu, a zaroven
je jeho viacrozmernym zov§eobecnenim.

3. Uzavreté a exaktné formy

Pripomefime z prednasky Diferencialne formy 1, Ze pre kazdu diferencialnu
formu plati ddo = 0. Formy, ktoré splhaji do = 0 sa nazyvaji uzavreté, formy ktoré
sa daju vyjadrit ako df su zasa exakiné; kazda exaktna forma je teda uzavretou.
Casto byva dolezité zistit, ¢i je zadana uzavretd forma aj exaktnou (vo fyzike to
zodpoveda otazke, ¢i existuje potencial). Ako uvidime, na R™ to je pravda vzdy, na
inych varietach to v8ak tak byt nemusi.

Predstavme si, Ze na variete M mame uzavretd k-formu « (t.j. da = 0), a ze
K C M je uzavreta podvarieta. Ak nahodou

/Ka#O,

tak Stokesova veta nam povie, Ze « nie je exaktné, a zaroven, ze K nie je hranicou
k + 1-rozmernej podvariety M.

Ako najjednoduchsi priklad nech je M kompaktnd varieta a o objemova forma
na M (t.j. a je forma najvysgieho stupiia, ktora nie je nikde nulova). M ziska od «

orientaciu, a
/ a>0.
M

Forma « teda nie je exakind, hoci je ur€ite uzavreta (kedZe je najvyssieho stupna).
Ak je (M,w) kompaktna 2n-rozmernéd symplekticka varieta, tak w™ je objemova
forma, ktora teda nie je exaktna. Tym padom ani w nie je exaktna (naozaj: ak by
bolo w = df3, tak potom w™ = d(BAw"™™1)). Na kompaktej variete teda symplektickd
forma nemaoze byt exakind.

Ukazme si eSte jeden priklad ktory sa tyka zauzlenia kriviek v priestore a
pochédza z magnetostatiky.

— 2
<5
a)

Ig

Nech 7, je uzavreta krivka v R? anech B je 1-forma na R®—~;, zadan4 formulou

Bw(v) :/ ((.’Iﬁ—y) XU)'dy

|z =yl
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B je (az na nasobok) magnetické pole, vyvolané v priestore elektrickym pradom
v drote 1; td4 hrozna formula je Biotov-Savartov zdkon. Geometricky vyznam B
je tiez zaujimavy. Ak je v l'ubovolna krivka, tak f"/ B je celkovy priestorovy uhol
(t.j. plocha na jednotkovej sfére, v ktorej strede stojime), ktory zametie krivka 1,
ked sa na fiu pozerame pocas nasej jazdy pozdlz krivky ~.

Z oboch popisov plynie, ze B je uzavreta (preco?). Nie je ale exaktna: ak je o
uzavretd krivka, tak fw B sa rovna celkovému prudu, ktory preteka cez Tubovolna
plochu X, ktorej hranicou je . Treba teda zistit, kolko krat sa pretinaja v, a X
(spolu s orientéciami). Toto ¢islo moze byt nenulové (aké je pre krivky na obrazku?);
zadava, kolko krat sa krivky v, a 2 okolo seba obtodia.

4. De Rhamove kohomolégie - definicia

Videli sme, Ze hoci kazda exaktna forma je uzavretou, naopak to nemusi byt
pravda. Povieme, ze dve uzavreté formy lezia v tej istej kohomologickej triede, ak sa
lisia o exaktni formu; triedu formy « oznalime [a]. Kohomologické triedy sa daji
s¢itovat, nésobit ¢islami, a aj nasobit medzi sebou; vSetky tieto operacie zdedia z
diferencidlnych foriem (napr. [a] A [5] := [a A 5]; rozmyslite si, Ze tymto je salin
dobre definovany). Ak mame hladké zobrazenie f : M — N a kohomologicku triedu
[a] na N, tak definujeme pullback [o] ako f*[a] := [f*«].

Vektorovy priestor kohomologickych tried na variete M (t.j. faktorpriestor uza-
vreté formy / exaktné formy) sa nazyva de Rhamova kohomoldgia M a oznaluje
sa Hip(M); Hip(M) = > oo Hip(M), kde HY (M) je priestor tried uzavretych
i-foriem (nazyva sa i-ta kohomolégia M).

5. Homotopie a De Rhamove kohomoloégie

Dokazeme si nasledujice jednoduché, ale dolezité tvrdenie:

Ak sa daji dve uzavreté formy g, a1 € Q(M) prepojit uzavretouw formou o na
M x I (t.j. takou, Ze ag € QM) je zizenie o na M x {0} C M x I a podobne pre
o), tak potom [ag] = [a1]. (Tvrdenie plati aj naopak: ak oy = ap + df3, modzeme
pouzit a = ag + d(t3)).

Diferencidlnu formu § € Q(M) takd, 7ze oy — ap = df, nidjdeme pomocou

obrazku:
™M = {1}
=
MxT S x1
i
Naozaj:

O:/ da:/ a:/(al—ao)Jr/ @
ExT (X xI) by oXxI

(v druhej rovnosti sme pouzili rozklad hranice valca ¥ x I na dve podstavy a plast).
Ak teda definujeme formu 8 € Q(M) ako minus integral « cez I, t.j. tak, aby pre

/ /
y ’YXI

/(041 —a) = [ B,
> o

tak bude
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a teda oy — ag = df.

Majme teraz dve variety M a N a dve hladké zobrazenia fi o : M — N,
ktoré sa daju deformovat jedno na druhé, t.j. su prepojené hladkym zobrazenim
f i+ M xI — N. Pre kazda kohomologicka triedu |[w] na N je fflw] = fi[w].
Naozaj, staci polozit v tvrdeni, ktoré sme dokézali, a = f*w.

6. Pripad stiahnutel'nej variety

Ak je varieta M stiahnutelna, potom je kazda uzavreta forma na nej exaktné
(okrem O-foriem, t.j. funkcii). Inymi slovami,

Hin (M) = {0 =0

R (k=0)

Stiahnutelnost znamena, 7e sa d& identické zobrazenie M — M zdeformovat na
konstantné, t.j. existuje zobrazenie f : M x I — M abod xzy € M takeé, ze fo(z) :=
f(z,0) = z a fi(z) := f(x,1) = xo pre vietky € M. Najjednoduchsi priklad
stiahnutelného M je R™, kde mozeme pouzit f(x,t) = tx.

Naozaj: pre kazdu uzavrett k-formu w na M je fiw =w a (pre k > 0) ffw =0,
¢ize [w] = 0. To je vSetko.

Co sa d4 robif v pripade nestiahnutelnych variet? Predstavme si, Ze varietu
M pokryjeme dostatofne malymi otvorenymi podmnozinami U;, tak, aby kazdé
U; bolo stiahnutelné, a aby aj prienik lubovolného poc¢tu U;-¢ok bol stiahnutelny
alebo prazdny. Ak je « uzavretd k-forma na M, tak je na kazdom U; exaktni,
t.j. ndjdeme k — 1-formu 3; na U; tak, Ze dB; = a. Na prieniku U; N U; nemusi byt
ﬁi = ﬁj, ale dﬁz = dﬁj, tJ ﬁi—ﬁj = d’yij pre vhodnii k£ —2-formu Vi na UiﬂUj. Ked
budeme takto postupovat dalej, napokon skonéime s konstantami (t.j. konstantnymi
funkciami) na k + 1-nasobnych prienikoch U;-¢ok. Tymto sposobom sa da previest
problém vypoctu Hj, (M) na kombinatoricky problém, a aj dokézat, ze Hj,(M) =
H*(M,R); to je ale za hranicami tejto prednasky.

7. Sféra a stredovanie

Skusme teraz spocitat Hjj,(S™), kde S™ oznacuje n-rozmernt sféru. Ak je o
uzavretd forma na S™ a g : S — S™ lubovolné otocenie, tak [g*a] = [a]; to preto,
lebo g je homotopické s identitou (da sa dosiahnut pohybom). Ak by sme mali viac
otoCeni g;, 1 <1 < m, tak potom aj

[; Zg;‘a] - (ol

Ak vystredujeme « cez vietky oto¢enia (musime prejst od sumy k integralu, konkrétne

(a) = / g adg,
50(n+1)

kde invariantna hustota dg je normalizovana tak, aby fSO(n+1) dg = 1), tak bude
nadalej
[(a)] = [e].

To znamené, Ze v kazdej kohomologickej triede je forma, ktora je invariantné voéci
vietkym rotéciam - konkrétne ().

Ako vyzeraju rotafne invariantné formy na S™? Takt formu « staéi poznat
v jednom bode P € S™, do ostatnych sa prinesie otoCeniami. Nech je ey, ..., e,
ortonormélna baza TjS™, a pozrime sa na otocenie g o 90° e; — ez, ea — —ey,
e; — e; (i > 2). NapiSeme « v baze sa¢inov e;-Cok; ak sa v tomto zapise vyskytuje
Clen povedzme cej; A es A eq , tak otoCenie g dava Clen ces A e3 A e4, a eSte raz
opakované otoCenie g dava —cej A eg A ey, Cize ¢ = 0. Takyto ¢len sa teda v «
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nevyskytuje; bud st e; a es spolu, alebo ani jedno. Namiesto 1 a 2 si ale mozeme
zvolit Tubovolnd dvojicu indexov, a prideme k tomu, Ze bud st tam zarovei vSetky
e; (t.j. mame nasobok e; A ez A -+ Aey) alebo ani jedno.

Jediné invariantné formy na S™ st teda konStanty a konStantné nasobky ob-
jemovej formy. Obe st uzavreté a nie st exaktné (konStanty o€ividne, a objemova
forma preto, lebo méa nenulovy integral), ¢ize

Hjp(S") = {gR Eikn:k?’ "

Okrem n = 2 je teda H3,(S™) =0 a S™ preto nemoze byt symplektickou varietou.



PREDNASKA 6

Hamiltonovskad mechanika 2 (MF)

Algebra pozorovateInych (dva kompatibilné suciny)
Poincarého-Cartanove integralne invarianty a Liouvillova veta
Hamiltonian zavisly od casu

Forma pdq — Hdt, varia¢ny princip pre Hamiltonove rovnice

Algebra pozorovatefnych. Pritomnost Poissonovej zatvorky obohacuje (aso-
ciativnu) algebru funkcii F(M) na symplektickej variete o dodato¢nu Struktiru
Lieovej algebry, takZze vznika kombinovana algebra pozorovatelngjch klasickej mechaniky
A(M) (varieta M hra v klasickej mechanike tlohu fdzového priestoru). Jej prvky,
pozorovatelné, su funkcie f € F(M) na fazovom priestore; daji sa robit ich linearne
kombinacie a pobodové stuciny (= zatial asociativna algebra), ale aj ich Poissonove
zatvorky (= Lieova algebra).

Nazov "pozorovatelna" pre funkcie na fazovom priestore zodpoveda predstave,
7e to su (v klasickej mechanike) préve objekty teorie, ktorym zodpovedaji meratelné
veli¢iny a ktoré sa daju porovnavat s vysledkom merania. Merania sa konaji na
"stavoch", ktorym v teérii zodpovedaju body fazového priestoru M. Vysledkom
merania pozorovatelnej f v stave p € M je hodnota f v bode p, teda ¢islo f(p).

Dva "suciny" A(M) x A(M) — A(M) st navzajom prepojené identitou

{f,gh}y ={f,9}h +g{f h}

ktora jednoducho odraza fakt, Ze za Poissonovou zatvorke je vektorové pole, {f, . } =
Cr(.), t.j. derivdcia (asociativnej) algebry F(M).

Kedze prvky algebry A(M) (pozorovatelné) su funkcie na fazovom priestore
M, prirodzene na nej posobia difeomorfizmy (f — ®*f). Struktiru tejto algebry
zachovavaju prave symplektomorfizmy (M,w), t.j. také difeomorfizmy M na seba,
ktoré zachovavaju symplekticka formu w

d'w=w

Hamiltonovské polia generuju toky takychto transformaécii. Pésobenie tokov hamilton-
ovskych poli na algebre A(M)

Ul - A(M) — A(M) Ul = (@) ®f < (5 feAM)

sa da vyjadrit aj v tvare radu

Ulg =g+ t{f.0h + STl + A +

Pritom Jacobiho identita pre Poissonovu zatvorku je vlastne infinitezimalnou verziou
podmienky zachovania Poissonovej zatvorky (Tubovolnych dvoch funkcii) vo¢i toku
Tubovolného hamiltonovského pola, t.j. podmienky

Uf{g,h} = {U{ g,U{ n} frg.h € A(M)
Zobrazenie

29
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je pre kazdé ¢t automorfizmom algebry pozorovatelnych A(M) (zachovava jej linedrnu
Strukttiru aj oba suciny) a predpis t — Utf je jednoparametrickou grupou takychto
automorfizmov.

Poincarého-Cartanove invarianty, Liouvillova veta. Geometrickd formulacia
Hamiltonovych rovnic

(33) ’}/ = CH Z'CHW =—dH

sa umoziuje elegantne vysporiadat s niektorymi otédzkami, ktoré si bez nej tech-
nicky podstatne komplikovanejsie. Napriklad s Poincarého-Cartanovymi integral-
nymi invariantami. Tvrdenie spoéiva v tom, Ze integral k-nasobného sacinu sym-
plektickej formy (o je 2k-forma) po Pubovolnej 2k-rozmernej oblasti sa nemeni, ked
tuto oblast postvame po variete hamiltonovskym tokom generovanym Pubovolnou
funkciou.

w/\~--/\w:/w/\~-~/\w O, — (y
@, (D) k kusov D k kusov

(épeciélne ak za tuto funkciu vyberieme hamiltonian, dostdvame invariantnost voci
casovému vyvoju.)

v Dokaz je pomocou foriem (na rozdiel od suradnicového jazyka) aZ smiesne
jednoduchy:

/ wA---/\wz/@I(w/\---/\w)z/(bfw/\~-~/\(1>2‘w=/w/\--~/\w

®(D) D D D

A

Najdolezitejsi a najzndmejsi je posledny z tychto integralnych invariantov, t.j.

pripad k = n. Prislusné tvrdenie je zndme ako Liouwvillova veta. Hovori, Ze pri

fazovom toku sa zachovava (kanonicky) fazovy objem. Vypocet ukazuje, Ze integral

z n-nasobného sucinu symplektickej formy sa v kanonickych suradniciach vyjadruje
vyrazom beznym v Statistickej fyzike, t.j. (az na normovaci faktor) ako fD dpdq.

Hamiltonian zavisly od ¢asu. Zatial sme predpokladali, Ze hamiltonién (genera-
tor dynamického pola) nezéavisi od ¢asu. Bola to funkcia na symplektickej variete,
takze v kanonickych sturadniciach funkcia premennych (¢,p) (a nijakého dalsieho
t). Z mechaniky v8ak vieme, Ze v Hamiltonovych (alebo Lagrangeovych) rovniciach
sa apriori nepredpokladd, ze hamiltonidn (lagranZzian) nezéavisi od Casu; vieobecne
sa Hamiltonove rovnice (13) chépu tak, 7e H = H(q,p,t) a podobne aj v La-
grangeovych rovniciach sa priptsta L(q, ¢,t). Ako zahrnuf do nagich geometrickych
ivah tuto moZznost?

Potrebujeme v prvom rade povedat, na akej variete bude vlastne definovany
hamiltonian, ak jeho stradnicové vyjadrenie ma byt H(q,p,t). Jedno prirodzené
rieSenie je pridat k povodnej symplektickej variete dodato¢ni Casovi os (prejst k
roz§irenému fazovému priestoru), ¢ize prejst od symplektickej variety M k variete
M xR.

Teraz sa da postupovat takto. PrepiSeme Hamiltonove rovnice (13) do tvaru

H H
(34) dg — 8 4 — g dpa + 2

ap g dt =0 a=1,...n

Nazorne pochopitelné (a na prednéaske z analyzy zakazovand) interpretécia tychto
rovnic je taka, ze vyjadruju vztah medzi infinitezimdlnymi prirastkami suradnic
dq®, dp, a Casu dt na rieSeniach pohybovych rovnic (13). No d4 sa na ne pozeraf
aj inac - cez diferencialne formy a distribucie (tento pohlad je uz nezakazatelny).
Konkrétne, na variete, kde sa pouzivaju siradnice ¢%, p, a t, t.j. akurdt na nasom
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roz§irenom fazovom priestore M x R, uvazujeme 2n diferencidlnych 1-foriem

oH dt Ba = dpg + Ol
dq®

Podmienku (34) potom treba chépat tak, Ze dotykovy vektor 4 ku krivke ¢ —
v(t) < (q*(t), pa(t),t) v rozsirenom fazovom priestore M x R vynuluje kazdi z 2n
1-foriem o, G,

dt

Zﬁaa =0 i,'yﬁa =0

1-formy a® a (3, sa teda pouZziju ako ohranic¢ujuce formy istej distribucie. Kedze
s linedrne mezdvislé, je ich 2n a sme na 2n + 1 rozmernej variete, distribicia je
1-rozmerna.
v Ak sme na variete N x R so stradnicami (z,...,z",t), tak Tubovolna p-
forma mé tvar dt A a + b, kde formy a,b uz neobsahuju dt. Uvazujem 1-formy
ol = dat + fi(x,t)dt, i = 1,...,n. Ich sicin o' A --- A 0" je nejakd n-forma. M4
teda urcite tvar dt A @ + b. Velmi Tahko sa zisti to b - vznika totiz tak, ze pri
roznasobovani zoberiem z kazdého o' ¢len da’ - dostavam tak b = dz' A --- A da™.
Tato n-forma je nenulova a linedrne nezavisla na druhom ¢lene vo v8eobecnom
rozklade, takze sicin o' A --- A o™ je nenulovy. To ale znamen4, ze 1-formy o* st
linearne nezdvislé. A

V kazdom bode rozsireného fazového priestoru tak existuje vyznamny smer (1-
rozmerny podpriestor v dotykovom priestore). Z konstrukcie tych 1-foriem vyplyva,
ze ist tymto smerom znamend vyvijaf sa podla Hamiltonovych rovnic. Znamena
to, ze §tudovat rieSenia Hamiltonovych rovnic je vlastne ,to isté” ako Studovat
distribuciu dant 1-formami a* a (,.

Teraz si uvedomime, Ze vynulovat kaZdu z 1-foriem a® a 3, zvldst a vynulovat
jednu jedindg 2-formu G, A a® je to isté:

iW(ﬁa/\aa)zo = iwﬁazO:iwa“,azl,...,n

To ale znamena, Ze celd informdcia o uvazovanej distribucii je kompaktne ulozena
aj v tej jedinej 2-forme (B, A a®. No a ako t& uzasna 2-forma, na ktorej pleciach
spociva celd distribucia, vlastne vyzera? Takto:

Ba AN a® = dp, ANdq® — dH A dt
= d(pudq® — Hdt) = d(pdq — Hdt)

Vidime teda, Ze zo suciastok, ktoré vznikni prirodzene pri odbornej demontazi
Hamiltonovych rovnic sa da jednoducho poskladat ezaktnd 2-forma d(pdq — Hdt),
ktora hra klucovu ulohu pre Hamiltonove rovnice. Ich geometricky zépis pomocou
nej vyzera

(35) is(dpa Adq® — dH A dt) = isd(pdg — Hdt) = 0

Ak hamiltonian nezévisi explicitne od ¢asu, da sa z tejto rovnice (pre krivku ¢ —
v(t) < (q(t),p(t),t) na M x R) ziskat vyjadrenie (33) (kde to ale je pre krivku
t— y(t) < (¢(t),p(t)) uz len na M).

Variaény princip. Stru¢ne spomenieme argument, z ktorého sa prakticky bez
vypoc¢tov da nahliadnut, Ze krivka, ktora je rieSenim rovnice (35), zaroven extremal-
izuje Gcinok

to ta

st = [ vda — 1) = [ o

t1 t1
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Nech ~(t) je rieSenim rovnice (35) na intervale medzi ¢; a to. Vykoname jej drobni
variaciu, v(t) — v.(t), ktora neché (zatial) konce na mieste. Tym dostaneme dvo-
jrozmerny tzky pésik ¥ ohranieny povodnou a novou krivkou: 0¥ = v — 7, .
Uvazujme integral 2-formy do po tomto pasiku, fz do. Tento integral sa podla
Stokesovej vety rovna rozdielu ucinku po povodnej a varirovanej krivke, ¢ize prave
variacii tfinku (so znamienkom minus). Zaroven je v8ak (do prvého radu) nulovy:
ked ho budeme v procese integrovania sekat na kusky, tieto kusky sa daji natiahnaf
na dvojicu vektorov 4 (v smere pasika) a W (pole, ktorym sa realizuje variacia).
Prispevok za taky kusok ale je do(y, W) = (iydo)(W) = 0, kedze podla (35) je
iydo = 0. Argument prejde aj pre variacie, ktoré koncami krivky hybu, ale len tak,
aby sme neprispeli do integralu po hranici. Zo $truktary formy o (z ¢lena p,dq®)
vidno, Ze neméme varirovat ¢%, ale pokojne mozeme zmenit p,.
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Lagrangeove podvariety (PS)

1. Ni¢ neZ definicie

V symplektickom vektorovom priestore (V,w) sa da w pouZivat ako “skalarny
sucin”. Napriklad sa da pouzit na definiciu ortogonalneho doplnku: ak je U C V
vektorovy podpriestor, U+ = {v € V; (Vu € U) w(u,v) = 0}; z nedegenerovanosti
w plynie, ze

36 dimU + dim U+ = dim V.
(36)

Antisymetria w mé za nasledok napriklad to, ze kazdy vektor je kolmy sam na seba.

Ak je w|ly = 0, ¢ize U C U™, podpriestor U C V sa nazyva izotropnij.
Ak je naopak U D U+, tak U je koizotropny. V&imnime si (z rovnice (36)), ze
izotropné priestory splitajiu dim U < dim V/2, koizotropné dim U > dimV/2, a ak
nastane rovnost, tak v oboch pripadoch U = U™, a U je teda zéaroveii izotropny aj
koizotropny.

Prave tento posledny pripad je najzaujimavejsi. Ak U = UL, podpriestor U je
Lagrageov. Najjednoduchsi sposob ako zistit, ze U C V je Lagrangeov, je zvycajne
skontrolovat, ze w|y =0 a dimU = dim V/2.

Prejdime teraz z linedrnej algebry na variety. Podvarieta N symplektickej va-
riety (M,w) je Lagrangeova, ak pre kazdy bod z € N je T,N C T, M Lagrangeov
podpriestor (a podobne pre izotropné a koizotropné podvariety). Podvarieta N je
teda Lagrangeova, ak w|y = 0 a dim N = dim M /2.

2. T*M a vytvarajiace funkcie

Naco st nam Lagrangeove podvariety? Na vSetko. Teda asponi podla Alana
Weinsteina, ktory zhrnul tlohu Lagrangeovych variet takto:

Vsetko je Lagrangeova varieta.

My sice uvidime len niektoré veci, ktoré si Lagrangeovymi varietami, ale aj tak to
bude zaujimavé.

Najprv sa vSak zozndmme so zakladnym prikladom symplektickych variet.
Vezmime Tubovolna varietu M (fyzikalne “konfiguraény priestor”) a vyrobime z
nej symplekticka varietu T*M (fyzikalne “fazovy priestor”), ktorej sa po slovensky
hovori kodotykovy bandl. Bod variety T*M je podla definicie dvojica: bod x € M
a kovektor p € T M. V lokalnych stradniciach z° na M sa kovektor p rozpise do
bazy dz’ ako p = p;dz’. Bod K je zadany n-ticou ¢isel z?, kovektor v tom bode
dalsou n-ticou p;; funkcie 2 a p; st teda lokdlnymi suradnicami na 2n-rozmernej
variete T* M.

Pod'me teraz k symplektickej forme na 7% M. Najprv na T* M zavedieme tzv. tau-
tologicki 1-formu 0: v stradniciach je § = p;dx?, a bez stradnic (v bode (z,p) €
T*M)

(37) Owp) (V) = p(7"0),
kde 7w : T*M — M je o€ividna projekcia. No a symplektickd forma je
w = df = dp; A dx’.

33
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V suradniciach je to nasa stard znama.

Teraz zistime, ze ako vyzeraju Lagrangeove podvariety v T M. Urcite je kazdé
T>M C T*M Lagrangeovou podvarietou, lebo na nej je § = 0. Z toho istého dévodu
jeaj M C T*M. Pozrieme sa, ze ako vyzeraju vSetky ostatné, presnejsie tie z nich,
ktoré su grafom nejakej 1-formy « (t.j. pretinaju kazdé T M C T*M vjednom
bode a transverzalne):

M

7T

b
— T M

Kedy je taky graf Lagrangeovou podvarietou? Ak sa na « pozrieme ako na
zobrazenie M — T*M, tak z definicie (37) mame a*0 = «, fiZze a*w = da, teda
podvarieta je Lagrangeova prdve ked je o uzavretd.

Uzavreté 1-formy sa najlepsie vyrabaju z funkcii: z f vyrobime df. Funkcia f
za nazyva vytvdrajicou funkciou prislusnej Lagrangeovej podvariety (t.j. grafu 1-
formy df). Globélne nemusi funkcia f také, ze df = « existovat, ale lokélne urcite
existuje (a je jednoznané aZz na pripocitanie konstanty).

Vsimnime si, ze sme vlastne popisali Lagrangeove podvariety v kazdej symplek-
tickej variete, teda aspon lokalne, ved lokdlne vyzerd kazda symplektickd varieta
ako T*M. Naozaj: na kazdej symplektickej variete existuju lokalne saradnice z?, p;,
také, ze w = dp; A dx’. Funkcia f stradnic 2° ndm zadéva Lagrangeovu podvarietu
rovnicami

(38) pi=

oxt’
Ak by sme mali Lagrangeovu podvarietu taki, Ze ndm neumoziuje vyjadrit p-cka
ako funkcie z-ov, da sa urobit jednoduchy trik s povymiehanim vhodnych z-ov
za p-Cka. Stac¢i uviest jednoduchy priklad (v ktorom bude dimenzia symplekticke;
variety 4, a teda dimenzia Lagrangeovej podvariety 2, a cely trik spo¢iva v nahradeni
22 = pa, pa — —12, ktoré zachovéva symplektickt formu): majme funkciu f(z?, p2),
potom je

_ of

P = Dl
of
39 2 - _ S
(39) z s

Lagrangeovou podvarietou. Pomocou takychto zadmen uz najdeme vsetky Lagrangeove
podvariety.

3. Symplektomorfizmy (€iZe kanonické transformacie)

Uz vieme najst (aspon lokilne) vSetky Lagrangeove podvariety, ale eSte stéle
nevieme, 7e na ¢o je nam to dobré. To sa teraz zmeni.
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Majme dve symplektické variety (Mj,w;) a (Ma,ws) (v praxi to bude ¢asto
té4 ista varieta) rovnakej dimenzie, a zaujimat nas budd zobrazenia ¢ : My — My
zachovavajice symplekticka formu, t.j. ¢*ws = wy (v8imnime si, Ze ¢ musi byt
lokalne difeomorfizmom - plynie to z nedegenerovanosti symplektickych foriem).

Graf T" zobrazenia ¢ je podvarietou M; X Ms. Vezmime teraz na M; x M,
symplekticka formu w = miws — 7wy (kde w12 : My X My — M 5 st projekcie). Ak
si stotoznime I'" s M, (pomocou projekcie 71) tak modzeme napisat w|r = ¢*ws —wy.
Mame teda vysledok: zobrazenie zachovdva symplekticki formu prdve ked je jeho
graf Lagrangeovou podvarietou.

M

Pokial sa nAm podari stotoznit M7 x My z nejakym T* M, budeme v iom vediet
popisat v8etky Lagrangeove podvariety (teda aspon tie vhodne transverzalne), a
teda aj vSetky symplektické zobrazenia. Také stotoznenie sa d& urobit (hoci len
lokalne) pomocou lokdlnych Darbouxovych stradnic. Nech wy = dp; A dx?, wy =
dP; AdX?, teda w = dP; AdX? +dz? Adp;. Ak na T st P; a z° hladkymi funkciami
X-ov a p-Cok, tak ako sme zistili vy$ssie, existuje funkcia f(X,p) taka, Ze

_ of
Po= oXi
Ii = 8f

B Op;

Tieto rovnice nam zadéavajua zobrazenie ¢ implicitne; treba z nich vyjadrit X-y a P-
¢ka ako funkcie z-ov a p-¢ok. Funkcia f sa nazyva vytvdrajicou funkciou zobrazenia
¢. Pokial sa na I' nedaju vyjadrif P; a z* ako funkcie X-ov a p-¢ok, ale daji sa
napriklad vyjadrit P; a p; ako funkcie X-ov a z-ov, moZeme pouZit rovnaky trik
ako pri (39): najdeme funkciu f(X, ) a

_of
Po= oX'i
o
bi = oxt’

Napokon si pozrime pripad, ked M; = My = A, kde (A,w) je afinny symplek-
ticky priestor (s konstantnou symplektickou formou). Popiseme si, ako prirodzene
stotoznit A x A s T*A. Nakreslime si graf tychto zobrazeni A — A: identity, a
vSetkych stredovych symetrii. VSetky tieto zobrazenia st symplektomorfizmami,
Gize ich grafy sa Lagrangeove podvariety A x A.
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A

A

Tento obrazok nam zadava stotoZnenie A x A s T*A: diagonélu graf identity) sto-
toznime s A C T* A a antidiagonaly (grafy stredovych samernosti) s T A (kde z je
stred simernosti). Formulka je (z,y) € Ax A— ((z +y)/2,w(z —y,)/2).

Ak je teraz H funkcia na A, tak zobrazenie ¢ : A — A, ktoré nam takto zadéava,
je na obrazku:

—

\

V/
é(x)
/-0—<’
X/ 4 HEkonit

-

V kazdom bode y € A spocitame ({), a vlozime ho do A tak, aby y lezal v jeho
strede. Zobrazenie ¢ posiela zaciatok takto umiestneného vektora na jeho koniec.
Podobnost s tokom Hamiltonovského vektorového pola £y nie je ndhodné.

4. Polarizacie, fazovy priestor s magnetickym polom

Uz vieme (aspon Giastocne), ze Lagrangeove podvariety st uzito¢né, a Ze zvlast
dobre sa hladaju v T* M. Co potrebujeme k tomu, aby sme zadana symplekticka
varietu N aspon lokalne stotoznili s nejakym T*M? Potrebujeme N vyplnit La-
grangeovymi podvarietami, z ktorych sa stant T;M, a eSte jednu Lagrangeovu
podvarietu, ktoré ich transverzéilne pretina, a z ktorej sa stane M.

Foliacia symplektickej variety Lagrangeovymi podvarietami sa nazyva polarizd-
cia. (alebo presnejsie, redlna polarizicia; s komplexnymi polariziciami sa stretneme
neskor). No a tu je ofakavané tvrdenie: Ak je F' polarizdcia symplektickej variety
(N,wn), a M C N Lagrangeova podvarieta pretinajica listy F transverzilne, po-
tom sa dd prirodzene stotoznit okolie M C N s okolim M C N; toto stotoZnenie je
dané jednoznacne poziadavkou, aby listy F' prechddzali na T) M a aby sa zachovala
symplektickd forma.

Dokaz tohoto tvrdenia je jednoduchy: sta¢i skon§truovat na N 1-formu 6y tak,
aby bola nulova na M aj na listoch F', a aby dfy = wy. Tato forma prejde na
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tautologicku formu 07« na T* M. Definujeme ju tak, Ze povieme, ¢o je jej integral

cez lubovolnu krivku ~:
/9N = / WN,
o’ 3

kde ¥ je krivociary Stvoruholnik, ktorého jedna strana je v, jej susedné strany lezia
v listoch F a protilahla strana lezi v M. (Rozmyslite si, Ze tymto je 65 dobre
definovana (aspon lokalne) a mé ziadané vlastnosti: sta¢i pouzivat uzavretost wy a
Stokesovu vetu).

A ked uz takito 0y mame, tak proste vyrobime zobrazenie s : N — T*M,
ktoré ju zobrazi na 6p-y: oznacime mn : N — M projekciu pozdlz listov F, a
kazdému bodu b € N priradime kovektor s(b) € T;N(b)M predpisom,

s(b)(v) = On (0),
kde v € TyN je lubovolny zdvih v (t.j. 7«0 = v). Ak to vyzera zlozite, tak si
rozmyslite, Ze je to v skutocnosti o¢ividné.

Napokon sa zamyslime, ¢o by sa stalo, keby sme mali polarizaciu F', a M by
bola len transverzalou, ale nie Lagrangeovou (t.j. wy|p # 0). Ni¢ stragné sa nedeje:
wly = wy — 7 (wn|am) by bola symplektickou formou, a voéi nej by M uz bola
Lagrangeova. N sa da teda nadalej stotoznit s T* M, ale so symplektickou formou

(40) wpsp + 7 B,

kde B = wN|M.

Symplektickd forma (40) sa vyskytuje aj v mechanike. Varieta M je konfigu-
racny priestor a uzavretd 2-forma B na M je magnetické pole. Hamiltonove rovnice
(pre Hamiltonian typu p?/2m + V(z)) popisuji pohyb nabitej ¢astice v potenciali
a v magnetickom poli; magnetické pole pritom nevstupuje do Hamiltonianu, ale do
symplektickej formy.

5. Koizotropné podvariety

Podvarieta C' symplektickej variety M sa (prekvapujuco) nazyva koizotropnd,
ak je TpC C TpM koizotropny podpriestor pre kazdy bod P € C. Symplekticka
forma po zuzeni na C prestane byt nedegenerovand; dimenzia jej jadra je dim M —
dim C (pre¢o?). Oznalme si tito zizena 2-formu proste w. V§imnime si (pomocou
Frobeniovej vety), Ze tieto jadra tvoria integrabilnd distribuciu. Naozaj: ak mame
vektorové polia u, v, ktoré su v jadre, t.j.

Ty = tyw =0,
tak potom aj
Lyw=L,w=0,
lebo L,w = d(i,w) + i,dw, a teda
0= ,Cu(ivw) = Z'l;uyw = i[uw]w,
t.j. [u,v] je tiez v jadre.
Jadra formy w nam teda davajua folidciu variety C, ktort ozna¢ime F. Na

priestor listov C/F (ak je to teda varieta; vo vieobecnosti musime zobrat U/F,
kde U C C je dostatotne mala otvorend podmnozina) forma w zostupi, a stane sa
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z nej symplektickd forma. Prefo? Zostupi preto, lebo a) faktorizujeme jadrami a b)
lebo ak i,w = 0 tak aj L,w = 0. No a nedegenerovanou (a teda symplektickou)
bude preto, lebo faktorizujeme jadrami.

Mame teda sposob vyroby symplektickych variet: v symplektickej variete M
zvolime koizotropnu podvarietu C' a z nej spravime priestor listov C'/F. Viac o tejto
metdde, v pripade, ked sa C' najde pomocou grupy posobiacej na M, sa dozviete v
prednéskach o symplektickej redukcii.
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Symplektickd geometria, Moserov trik (MN)

Pre symplektickt varietu (M,w) moZeme Studovat také difeomorfizmy ¥ €
Diff (M), hladké zobrazenia z M do M, ktoré zachovavaja symplektickt formu

w=T*w.

Takéto zobrazenia nazyvame symplektomorfizmy. Prirodzene, identita bude sym-
plektomorfizmom a vSetky symplektomorfizmy variety (M,w) buda tvorit grupu,
ktort znatime Symp(M).

Ukazuje sa, Ze nasledujica metdda je vhodnym nastrojom pre popis a pochope-
nie §truktary grupy symplektomorfizmov. Pre jednoparametricka triedu difeomor-
fizmov V¥; chceme najst podmienku, ktord nam zaruci, ze vSetky difeomorfizmy
U, zachovaju symplekticka Struktaru, t.j. ¥; € Symp(M) pre vietky t. Ak nasa
jednoparametricka trieda zobrazeni bude zac¢inat v identite, teda pre t = 0 poloZime
VU, = Id, dostaneme nasledne opis lokilnej §truktiry grupy symplektomorfizmov
Symp(M,w) v blizkosti identity Id.

Pre ulahc¢enie situécie vyuZzijeme koreSpondenciu medzi triedami difeomorfiz-
mov ¥, € Diff (M) a triedami vektorovych poli X; € X(M). Kazdu jednoparamet-
ricki triedu difeomorfizmov W, za¢inajicu v identite Id mozeme popisat pomocou
trajektorii hou generovanych, teda kazdému bodu variety p € M zodpoveda tra-
jektoria — hladka krivka, zloZena z bodov ¥, (p). Vektorové pole X, v bode p bude
tvorené dotykovym vektorom k trejektorii v bode ¥, (p), stiahnuté naspat do bodu
p. Toto mozeme zapisat ako

d

o W=X,oU, kde X oW, =V, X,

t=1

Symplekticka forma, vdaka nedegenerovanosti, ur¢uje izomorfizmus medzi vek-
torovymi poliami a 1-formami nasledujicim predpisom

X(M) — QM) : X —ixw=w(X,").

Hovorime, ze X € X(M) je symplektické vektorové pole ak je txw uzavretd forma,
t.j. d(txw) = 0. Nasledujtice tvrdenie dava do suvisu symplektomorfizmy a sym-
plektické vektorové polia.

TVRDENIE 8.1. Nech M je uzavretd varieta a ¥, € Dift(M) je hladkd trieda
difeomorfizmov generovand triedou vektorovych poli Xy € X (M). Potom je zobraze-
nie U, symplektomorfizmom pre kazZdé t vtedy a len vtedy, ak X; je symplektickym
vektorovgm polom pre kazdé t.

Navyse, ak X, Y € X(M,w) si symplektické vektorové polia, potom je aj [X,Y]
symplektické vektorové pole a plati

lx,y|w = —dH, kde w(X,Y) = H.

DOSLEDOK 8.2. Algebra symplektickijch vektorovijch poli X (M,w) je Lieovou
algebrou grupy symplektomorfizmov Symp(M,w).

39



1. MOSEROV TRIK 40

DOKAz. Podmienkou, aby ¥, bol symplektomorfizmom vzhladom na symplek-
ticka formu w pre kazdé ¢ je
Viw=w,

¢o je to isté ako

d

— (Tyw) =0, pre vietky 7.

dt t=1
Zopakujme si definiciu Lieovej derivacie a Cartanovych vzorcov. V naSom pripade
pre tok — triedu difeomorfizmov ¥, generovanych konstantnym vektorovym polom
X a Tubovolny tenzor A plati

LxA= (TFA),

L]
dt]i=o
LxA=1xdA+ d(LxA)

Podmienku zachovavania symplektickej Struktiry mozeme pomocou tychto rovnosti
upravit nasledovne

0= (Tjw) =T o (Lx,w) =V (tx dw+dix w)) =TVi(dix w)).

t=1

Sl

V prvej rovnosti sme vyuzili fakt, ze tok ¥, je generovany polom X, teda
plati |, _ Wy = X, 0¥, =¥, X, v poslednej rovnosti vyuzivame fakt, 7e w je
symplekticka forma, ¢ize dw = 0. Takto dostavame podmienku d(tx_w) = 0, ¢o je
presne podmienka pre to, aby X, bolo symplektické vektorové pole.

Druhu ¢ast tvrdenia, uzavretost symplektickych vektorovych poli vzhladom
na Lieovu zatvorku, dokdZeme podobne. Nech XY € X(M,w) su symplektické
vektorové polia, a nech vektorové pole Y generuje tok ¥,. Potom

d
(X,)Y]=LxY =—Ly X =—— Ui X,
dt|,_q
a s pouzitim Cartanovych vzorcov dostavame
d . d . . d .
hxyw == - YU X)w = — It o (X)) (Viw) = — It . Ui(exw) =

= —Ly(txw) = —(yd(txw) + d(tyixw)) = —=d(tyixw) = —d(w(X,Y)),
kde ¢len d(txw) bude nulovy vdaka tomu, Ze X je symplektické vektorové pole.
Z toho ale uz vyplyva, Ze 1-forma [y yjw je uzavretd, teda ([ x y) je symplekticke
vektorové pole. O

1. Moserov trik

V predchédzajicej ¢asti sme zistovali kedy jednoparametricka trieda difeomor-
fizmov W, variety M zachovava jej symplektickd Struktaru w. V nasledujucej casti
venovanej Moserovmu triku, niekedy oznacovanému aj ako Moserov argument,
budeme pracovat okrem jednoparametrickej triedy difeomorfizmov aj s premen-
livymi symplektickymi §truktirami. Zakladom bude Specidlna volba symplektick-
ych struktar, ked budeme pozadovat aby

d

Wt = do—tv

dt
teda aby Casové derivacie symplektickej formy boli vzdy exaktné.
Podobne ako v predoglej asti uvazujme jednoparametricku triedu difeomorfiz-
mov P, zacinajicu v identickom zobrazeni, generovanii ¢asovo zavislym vektorovym
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polom X;, teda %!t:T b, = X,0®, = 0XX, a &y = Id. Chceme aby vplyvom
toku ®; symplekticka forma wgy postupne “pretekala” do foriem wy, teda aby platilo

@:wt = Wwo-
Diferencovanim v ¢ = 7 a pouzitim Cartanovych vzorzov dostavame

d d
0= — WO—%

dt
d
= (D* —
(i
= ®7(d(or + 1x,wr)).

Ak o, a X, budd také, ze o, + tx, w, = 0 pre vietky 7, potom dostaneme na
lavej strane identicky nulu. LenZe w, je nedegenerovana 2-forma a také X, vieme
vzdy najst.

Poznamka: Moserov trik pracuje bez problémov pre kompaktni varietu M.
Potom na zéklade jednoduchej kohomologickej argumetacie dostaneme globalnu
existenciu 1-formy o; a vektorového pola X; pre vietky casy t.

Ak pracujeme na nekompaktnej oblasti, potrebujeme zabezpecit existenciu
rieSeni v prisluSnom ¢asovom intervale.

d
(Prwr) = o (Prwe + Rfwr) =

t=1 t=1 t=1

wt> + O (Lx, wr) = P (doy) + Pr(Lx, dwr + d(1x,wr)) =
t=1

VETA 8.3 (Darbouxova veta). KaZdd symplektickd forma na variete M je
lokdlne difeomorfnd standardnej forme wy na R2™.

DOKAZ. Nech p je bod variety M a ¥ : O(p) — R2?" je lokdlna stradnicové
sustava, ktora zobrazuje bod p do pociatku.

Potom v R?” mame symplekticka formu w’, ktord je push-forwardom formy w
z M. Potrebujeme teda ukizat, Ze existuje difeomorfizmus R?" zobrazujici w’ do
wp v blizkosti pociatku. Lokalnu sturadnicova sustavu ¥ moéZzeme pripadne zloZit s
linéarnym zobrazenim tak, aby sme dostali w’ = wq v nule.

Uvazujme triedu wy = (1—t)w’ +twy. KedZe v pociatku plati rovnost w; = wp a
nedegenerovanost symplektickej formy je otvorena podmienka, bude vzdy existovat
nejaké gulové okolie U obsahujuce nulu také, ze w; je nedegenerované forma v U.

Potom %wt = —w' +wy. KedZe oblast U je kontraktibilna a forma wy — ' je
uzavretd, existuje 1-forma o taki, ze do = wy — w’. NavySe, odéitanim konstantnej
hodnoty o(0) vieme zabezpecit aby o = 0 v pociatku. Preto prislusné vektorovée
pole X; zodpovedajuce forme o bude tiez nulové v nule, a néasledne difeomorfizmy
®, budu fixovat podiatok.

Nakolko nula je fixny bod zobrazeni ®;, existuje nejaké jej okolie V také, Ze
trajektorie ®4(g) pre body g € V a €asy t € [0, 1] zostand vovuutri U. Tym padom
st v8etky zobrazenia dobre definované a ®f(w’) = wy. ZloZenim ®; s ¥ dostaneme
pozadovany difeomorfizmus. O

Podobny trik sa da pouZit aj pre zostrojenie difeomorfizmov pre dve symplek-
tické formy wg a w1, ktoré sa zhoduju na nejakej podvariete. Ide nazoaj o zovieobec-
nenie Darbouxovej vety, nakol'ko v predchadzajicom pripade sa symplektické formy
w" a wg zhodovali v jednom bode — v pocitatku.

V gpecidlnom pripade, ked je @ lagrangeovska podvarieta variety M, ize jej
dimenzia je n, dostavame pre p € @ nasledovné: dotykovy priestor TM|, v bode
p sa rozklada ako TM|, = TQ|, ® vQ, kde TQ je dotykova fibracia podvariety ¢
a v(Q je jej normalova fibracia. NavySe, vQ je ako vektorova fibracia izomorfna s
kodotykovou fibraciou T*@Q.

Ako sme videli aj v kapitole 7, na T*(@Q mdzeme prirodzenym sposobom zaviest
symplektickd Struktaru. Nasledujuce tvrdenie, ktoré si uvedieme bez dokazu, nam
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vypoveda o tom, ze symplekicka Struktira v okoli lagrangeovskej podvariety (Q ma
kanonicky tvar, t.j. d& sa stotoZnit s prirodzenou symplektickou Struktarou na 7*Q.

TVRDENIE 8.4 (Veta o lagrangeovskom okoli). Nech Q C M je kompakind la-
grangeovskd podvarieta. Potom existuje okolie N (Qo) nulovej sekcie v TQ*, okolie V
lagrangeovskej podvariety Q v M a difeomorfizmus ® : N(Qo) — V, ktory zobrazuje
P*w = —db, kde 0 je tautologickd 1-forma na T*Q a ® je identické zobrazenie na
podvariete Q.
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Priklady symplektickych variet (MF)

e Kanonicks symplekticka struktira v ,saradnicovom” R2" a C"
o T*M ako bezny fazovy priestor v teoretickej mechanike
e Orbity koadjungovaného posobenia

V tejto prednéske opiSeme tri zdroje konkrétnych symplektickych variet. Najjedno-
duchgim prikladom st parnorozmerné kartézske priestory R?”. V druhom priklade
sa zacina z fubovolnej variety M a kanonicky sa jej priradi (ina) varieta T*M, na
ktorej je automaticky symplektickd forma. V trefom priklade je na vstupe Lieova
grupa G (plus bod v duéli jej Lieovej algebry) a na vystupe istd parnorozmerna
varieta, na ktorej je opit zadarmo symplektickd forma.

Kanonicka symplekticka struktira v R?" a C". To R?"[q, p| je vlastne pripad,
cez ktory sa k tomu celému dostavaja fyzici - je to to, ¢o sa opisalo v (28). Ak
zapiSeme kanonické pary =%, p, v komplexnom jazyku ako

Za:$a+ipa Zazxa—ipa
tak dostéavame
(41) w =dpg Ndq® = (i/2)dz* A dz*

Vyjadrenie (41) plati (podfa Darbouxovej vety) na fubovolnej symplektickej variete
lokdlne, tu v8ak plati globdlne a navySe priamo v ,definiénych” suradniciach.

BeiZny fazovy priestor ako T* M. Majme konfiguracny priestor nejakej sustavy
s m stuphami volnosti, t.j. hladkd varietu M s lokadlnymi stradnicami x®. Potom
sa jej d& kanonicky priradit ista varieta dvojnasobného rozmeru, ktora sa oznacuje
T*M a hra v mechanike tlohu fdzového priestoru. Jej bodmi st vSetky mozné
kovektory vo vSetkych moznych bodoch pévodnej variety M. Navod na vyrobu
ykanonického” atlasu na T*M vyzera takto: uvazujeme stradnicova oblast O[z?].
Kovektory v tejto oblasti st Glasto¢ne opisané hodnotami suradnic 2 (uz vieme kde
je dany kovektor, ale stéle nevieme, ktory to presne je). V O v8ak mame k dispozicii
aj stradnicovt bazu pre kovektory, takze uvazovany kovektor p € T M modZeme
jednozna¢ne rozlozit podla nej, p = pgdz®. Cisla p, uz pridavaju presne to, o
doteraz chybalo: 2n &isel %, p, vzadjomne jednoznacne kdduje vietky tie kovektory,
ktoré ziju v bodoch oblasti O. Tie, ktoré neziju v O, v8ak nemusia smutit - urcite
7iju v nejakej inej suradnicovej oblasti O’ a tam sa dé zopakovat to isté. Lahko sa
preveri, ze tak vznikne atlas na mnozine v8etkych kovektorov na M, ¢ize vznikne
T*M uz ako hladka varieta.

Takto konkrétne urobeny atlas je velmi dobre ugity na mieru dolezitym veciam,
ktoré sa na T M odohravaju. Napriklad je zrejmé, Ze existuje prirodzené zobrazenie
(kanonické projekcia) 7 : T*M — M, ktoré kovektoru p v bode x priradi samotny
bod x. V tychto saradniciach to dava (%, p,) — z%, €o je najjednoduchsi mozny
(kanonicky”) tvar pre zobrazenie takého typu.

My sa teraz ale zameriame na klicovy objekt na T* M, kanonicku symplekticka
formu. Vznik4 vonkajSou derivaciou ,hlbg§ieho” objektu, kanonickej 1-formy 6. Ta
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sa definuje takto: nech p je bod na T*M a W je vektor v tomto bode. Potom
(42) (0, W) := (p,mW)

Vektor W sa teda najprv sprojektuje do © = w(p) € M a tam sa dosadi do 1-
formy p € TXM = 7 (), ktord zodpovedd bodu p € T*M. Lahko sa overi, Ze
takto (pobodovo) dostdvame naozaj 1-formu na variete T*M a Ze jej suradnicové
vyjadrenie je

0 = podx®

Potom je zrejmé, Zze vonkajSou deriviciou z nej dostaneme (kanonicki exaktni)
symplektickd formu na T M,

(43) w = df = dp, N dx*®

Vidime, Ze kanonické suradnice (22, p,) st pre fiu zéroveir kanonické v zmysle Dar-
bouxovej vety! (Jej nedegenerovanost okamzite vidno z tohoto sturadnicového vyja-
drenia, pozri napr. (27)).

Orbity koadjungovaného posobenia. Koadjungované pésobenie Ad; Lieovej
grupy G je kontragradientna (anti)reprezentécia k pridruZenej reprezentacii Ad.
Funguje teda v linedrnom priestore G* dudlnom k Lieovej algebre G grupy G a de-
finuje sa predpisom

(AdZX*,Y) = (X*,Ad,Y) X*eg, Yeg

(Prvky z G oznatujeme X,Y, ..., prvky z G* zasa X*, Y™ ...)

G* je linearny priestor a zaroven (samozrejme) varieta. Existuju preto na iom
linearne funkcie, ktoré mozeme stotoznit s kovektormi na G*, t.j. s prvkami G. Nech
®x je taka linedrna funkcia (dana prvkom X € G, takze ®x(Y™*) = (Y*, X)). Jej
pull-back pravym posobenim R, = Ad; je opét linearna funkcia; je pritom dana
prvkom Ad ,X:

R;(I)X:(I)Ang RQEAd;

\/ (R;®@x)(Y*) = Ox(AdY*) = (Ad ) Y*, X) = (Y*,Ad , X) A
Infiniteziméalnou verziou toho istého tvrdenia je rovnica

(44) ExPy = Px v

kde {x je generator (fundamentalne pole) posobenia R, = Ad , t.j. je definovany
vztahom

* d * *
§X(Y )(D = @ O(I)(AdexthY )
v Polozit g = exptZ, derivovat v nule a vyuzit ad xY = [X,Y] A

Uvazujme teraz orbitu Oz«, generovani bodom Z* € G*. Dotykovy priestor
k orbite v bode Z* sa (ako vzdy pre orbity) nafahuje na hodnoty fundamental-
nych poli v tomto bode. Ak chceme preto definovat nejaka diferencidlnu formu na
orbite, staci urcit jej hodnotu na fundamentalnych poliach. Definujme v dotykovom
priestore Tz« Oz« k orbite v bode Z* 2-formu wz+ vztahom

(45) wz(§x,8y) = (2", [X,Y]) = @1xy1(Z7)

Takto dostavame pobodovo hladki diferencidlnu 2-formu w na variete Oz-. Ukazuje
sa, ze to je symplektickd forma.



9. PRIKLADY SYMPLEKTICKYCH VARIET (MF) 45

v  Uzavretost: v fTubovolnom bode na orbite plati
dw(€x, &y, &z) = (Exw(&y,€z) + cyklicky)

— (w([€x,&v], €2) + cyklicky) Cartanov vzorec
= (x®Ppy,z) + cyklicky)

— (P(x,v),2)) + cyklicky) definicia w

= 29(x,v],2]+ cyklicky podla (44)
=209 =0 Jacobiho identita

Nedegenerovanost: plati wz-({x,8y) = @x,y|(Z7) = {x(Z27)Py; ak je teda
wz+(€x,&) = 0 pre vSetky &y, vektor £x(Z*) dava nulu pri posobeni na vsetky
linedrne funkcie, ale potom aj na vsetky funkcie, ¢ize vektor £x v bode Z* je nulovy.
A

Zistili sme teda, ze orbita Oz« C G* dana Tubovolnym bodom Z* € G* je
symplektickou varietou. (Ak je orbita 0-rozmerna, t.j. len bod Z*, tak ide o degen-
erovany pripad a samozrejme Ziadna symplektickd varieta nevznika.) VSimnime si
este, ze kombinaciou (44) a (45) dostavame

igxw = 7d©X

¢o znamend, Ze generatory symetrie st tu hamiltonovské polia (a teda $pecidlne
aj to, Ze tato symplektickd forma je invariantnd vo¢i posobeniu grupy). Ide o ho-
mogénne symplektické variety.

Ako to celé vyzera napriklad pre grupu G = SO(3)? Vtedy je Lieova algebra
G = s0(3) trojrozmerna a da sa predstavit ako oby¢ajny trojrozmerny priestor, v
ktorom Zijeme. To isté plati samozrejme aj pre jej dudl G* = (so(3))*. Killingov-
Cartanov metricky tenzor, ktory je vSeobecne dany vztahom K;; = cﬁ,,cgl, tu
vychadza tmerny 0;;. To znamend, ze ak ho pouzijeme na zobrazenie so(3) —
(so(3))* (budeme nim ,spustat index” na vektoroch z so(3)), formélne prehadzu-
jeme Cokolvek z so(3) do (so(3))*, ale ,v skuto¢nosti” sa ni¢ nebude menit. To
umoziuje napriklad vySetrovat namiesto orbit (vo¢i Ad*) v duali Lieovej algebry
(so(3))* orbity (vo¢i Ad) v samotnej Lieovej algebre so(3).

No a ako vyzeraju orbity Ad posobenia v Lieovej algebre so(3)? Vypocet
ukazuje, ze samotné Ad posobenie sa tu realizuje ako obycajné rotdcie okolo poci-
atku. Potom je jasné, Ze orbity sa koncentrické sféry so stredom v pociatku.

No a uz asi neprekvapi, ze ako kanonické symplektické formy na tychto sférach
vychadzaju oby¢ajné ,okruhle” (rotacne invariantné) 2-formy objemu.

Na orbitich koadjungovanej akcie v G* sme nasli kanonicka symplekticki Struk-
taru. Ukazuje sa, ze v skuto¢nosti existuje na celej variete G* kanonicky Poissonov
tenzor (teda aj Poissonova zdtvorka, pozri (20)), je vSak degenerovany a nedegen-
erované je len jeho ohranicenie na orbity. Poissonova zatvorka dvoch linedrnych
funkcii na variete G* sa definuje vzfahom

{@y, Pz} i= Py z) =y Pz

a ako vieme z (23), to ju uz fixuje aj na fubovolngch funkciach; konkrétne vychadza

{zi, 25} = {f.g} = cfan(0' f) (& g)
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Symplekticka a komplexna geometria 1 (PS)

1. Hermitovsky skalarny saéin

Vezmime si komplexny vektorovy priestor V' s hermitovskym skalarnym suci-
nom (, ). Pripomenme si vlastnosti (,):

(1) (u,u) > 0 pre kazdy nenulovy vektor u € V,
(2) (u,v) = (v,u) Yu,v € V,
(3) (u, W) =A{u,v) VA € CaVu,veV.

V&imnime si, ze imaginarna Cast (,) je R-linearna v oboch argumentoch, antisy-
metrickd, a nedegenerovana (preco?); je to teda symplekticka forma. Len sa musime
zamysliet, 7e na Gom: na V, ktory ale teraz chdpeme ako realny vektorovy priestor
(a ktorého (realna) dimenzia je dvojnasobok povodnej (komplexnej) dimenzie). Oz-
nacime si teda
w(u,v) := Im (u,v) .
Mimochodom,
(u,v) := Re (u,v)

je tiez nedegenerovand, ale symetrickd bilinedrna forma. Je aj pozitivne definitna.
Mozeme (a budeme) ju pouZivat ako skalarny sucin.

Ak je U C V komplexny vektorovy podpriestor, tak () |y je samozrejme her-
mitovsky skalarny sucin na U, a teda w|y je symplektickd forma. Ak je M C V
komplexna podvarieta (t.j. hladka podvarieta, taka, ze pre kazdy bod P € M je
TpM C V komplexng vektorovy podpriestor), tak je teda w|ys symplektickou for-
mou na M (v8imnime si, Ze zuZenie w na [ubovolnd (nie nutne komplexnt) podva-
rietu je automaticky uzavreta 2-forma; zistili sme teda len to, Ze ta4 2-forma je na
komplexnych podvarietach nedegenerovand).

Mame teda mnoZstvo zaujimavych prikladov symplektickych variet - vSetky
komplexné podvariety C™.

2. Minimalne plochy

Pripomeiime si: ak je U komplexny vektorovy priestor so hermitovskym skalér-
nym sucinom, a V jeho komplexny podpriestor, tak w|y je nedegenerované. Nede-
generovand vSak moze byt aj pre podpriestory, ktoré nie si komplexné (naozaj -
staci zobrat podpriestor rovnake]j redlnej dimenzie ako V', ktory je dost blizky k V|
a ztZenie w bude nedegenerované forma).

Komplexné podpriestory U sa predsa len daji charakterizovat pomocou zuZenia
w: symplekticky objem sa ma nich rovnd metrickému, kiym na vsetkyjch ostatnijch
podpriestoroch je symplekticky objem mensi neZ metricky.

Vol, < Vol ), rovnost len pre komplexné podpriestory.

Toto tvrdenie sa nazyva Wirtingerova nerovnost.
Pod'me teraz nerovnost dokizat. Nech W C U je redlny podpriestor (realnej)
dimenzie 2k, a nech ey, ..., eq je jeho baza. Symplekticky objem rovnobeZnostena
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daného touto bazou je
k

w
Vol, = ‘k!(el, NI
Predpokladajme, Ze baza je ortonormélna voéi (), takze
Vol(’) =1.

Pomocou skalarneho suc¢inu (,) mozeme z w|y urobit linedrne zobrazenie T :
W — W zvy€ajnym sposobom:

(Tu,v) = w(u,v)

(teda matica T bude v ortonormalnej béze na W rovnaka, ako matica w). Co je zac
T? 7 definicie plati
w(u,v) = (iu,v).

Zobrazenie T je teda nasobenie ¢islom i (ktoré nas moze vyhodit z W ak W nie
je komplexny podpriestor!), zloZzené s ortogonalnou projekciou :W C U — W.
Nasobenie i zachovéava skaldrny stc¢in (a teda aj metricky objem), projekcia ale
objem zmenguje, okrem pripadu, ze by bola identitou, t.j. keby :W = W, t.j. keby
W bol komplexnym podpriestorom (sme na spréavnej stope!). Mame teda

|[det T| <1, rovnost prave ked je W komplexny podpriestor.

Zvysok uz je len maticova algebra. Plati totiz

wk 2
(kl(el’ ce egk)) =detT.

(Skuste sa o tom presved¢it, ¢ uZz nésilne, vyjadrenim determinantu pomocou per-
mutacii, alebo abstraktnym argumentom bez vypoctov. Ak si o tom chcete precitat
nieCo viac, hladajte vetu druhd mocnina Pfaffidnu sa rovnd determinantu.) Tym
padom

Vol, <1, rovnost prave ked je W komplexny podpriestor.

¢o sme chceli dokézat.

Nech je teraz M C V komplexna podvarieta komplexnej dimenzie k. Vezmime
z nej len kompaktny kus (napriklad tak, ze pretneme M s gulou s polomerom
R), ktory je ohrani¢eny nejakou realnou podvarietou X reélnej dimenzie 2k — 1.
Spomedzi vSetkyjch redlnych podvariet dimenzie 2k, ktoré si ohranicené X-om, md
M najmensi (2k-rozmernyj) objem. Preco? Kedze w* /k! je uzavreta forma, vietky
tie podvariety maja rovnaky symplektickyj objem; len pre komplexnu podvarietu
v8ak bude rovny (metrickému) objemu, inak bude mengi. Takto néjdeme vela zau-
jimavych podvariet s minimélnym objemom.

Ako jednoduchy priklad vezmime V = C? (s komplexnymi stradnicami z a y)
a M zadané rovnicou 2% = 3. Ak pretneme M (3-rozmernou) sférou s polomerom
R, dostaneme v tej sfére krivku parametrizovant ako x = v/ Re'/?, y = /Re'?/3.
Stradnica z teda obehne 2x a y 3x po tore |z| = VR, |y| = V/R. Krivka je teda
“trojlistkovy” uzol ako na obréazku.
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M je minimélnou plochou napnutou vo V' na tento uzol. V pociatku mé sin-
gularitu (takZe to vlastne nie je varieta, ale jeden singularny bod ni¢ nepokazi),
lebo jej priesek so sférou je vidy zauzleny, pre l'ubovolne maly polomer sféry. To,
Ze existuji miniméalne plochy so singularitami, je dost prekvapujice (zdalo by sa,
Ze sa bude daf plocha zmensit vyhladenim singularity), ale ako vidime, je to tak.

3. CP" ako Kihlerova varieta, stupen ako objem

Komplexny vektorovy priestor s hermitovskym skalarnym stacinom, a takisto
kazda jeho komplexna podvarieta, mé taktuto geometricka §truktiru: hermitovsky
skalarny sacin na dotykovych priestoroch, taky, ze jeho imaginarna ¢ast je uzavreta
(a tym padom symplekticka) forma. Komplexnym varietam s touto strukturou (¢
uz st podvarietami nejakého V' alebo nie) sa hovori Kdihlerove variety.

Dolezitym prikladom Kihlerovej variety je (pre kazdé n € N) n-rozmerny kom-
plexny projektivny priestor CP". Definovany je takto: za¢neme s n + 1-rozmernym
vektorovym priestorom V', a vytvorime priestor komplexnych priamok prechadza-
jucich jeho pociatkom (t.j. jednorozmernych podpriestorov); inymi slovami, z V
pociatok vyhodime, a potom stotoZznime v a Av pre kazdé v € Va0 # X € C. Ak si
na V zvolime hermitovsky skalarny stc¢in, CP" z neho zdedi Kahlerovu $truktiru.
Naozaj: ak je L bod CP", t.j L C V je jednorozmerny podpriestor, zvolime si jeho
reprezentanta v € L tak, aby mal dizku 1 (v je dané jednoznacne az na vynasobenie
komplexnym ¢islom s absolttnou hodnotou 1), a potom moéZeme prirodzene stoZnit
T CP" s L+ (ako?), a tym padom ziskat hermitovsky skalarny saéin na TpCP".
Toto stotoznenie sice zavisi od vol'by v (ako to?), ale skalarny suéin nie: ak namiesto
v vezmeme \v, |\| = 1, tak sa L+ vyndsobi A\-ou, ¢o je samozrejme unitérna trans-
formacia. Potrebujeme e§te overit, ze imaginarna ¢ast skalarneho sicinu na TCP"
je uzavretd. Je to kvoli tomu, Ze sa zdedi zo symplektickej formy na V — detaily ale
nechdme na prednasku o symplektickej redukcii.

(Toto bolo velmi neslugné — presunit zodpovednost za dokaz na niekoho iného.
Takze si predsa len nejaky dokaz urobime, pomocou symetrie. Symplekticka forma
w (teda zatial nevieme, ¢i je symplekticka, chceme totiz dokazat, ze dw = 0) na CP"
je invariantna vo¢i unitarnym transformaciam priestoru V. Pre L € CP" (t.j. LC V
je l-rormerny podpriestor) si definujme unitarnu transforméciu Z, : V. — V tak,
7e Zr|p = id a Zp|pn = —id (t.j. zrkadlenie voé¢i L). Transformécia Z; necha
bod L € CP" na mieste, a na TpCP" posobi ako —1 (preco?). 3-forma dw teda
pod vplyvom Z; v bode L zmeni znamienko (lebo 3 je neparne ¢islo). LenZe w je
invariantnd voéi Zp, teda aj dw je invariantna, a znamienko teda nemeni! Jedina
cesta von je, ze dw = 0 v L, a kedze L bol Tubovolny bod CP", w je uzavreta
forma.)

Vdaka symplektickej Struktire na CP" existuje pozoruhodny vztah medzi sym-
plektickou a algebraickou geometriou. Kazda komplexna projektivna varieta (alge-
braickd podvarieta CP") je vdaka nej K&hlerovou varietou. Ak je X € CP" al-
gebraickd podvarieta dimenzie m a stupna k, tak jej objem je priamo tmerny k,

konkrétne
/ w™/ml = kn™.
X

Dokaz je celkom jednoduchy: priamym vypodtom sa overi, Ze vztah plati, ak je X
projektivny podpriestor (vtedy je k = 1), tym padom plati, aj ked je zjednotenim
k projektivnych podpriestorov. No a vSeobecné X stupfia k moézeme vzdy zdefor-
movat na takéto zjednotenie (sta¢i menit koeficienty polynomialnych rovnic, ktoré
zadavaju X); integral uzavretej formy w”/m! sa pri tom nezmeni.

Ak chcete jednoduché cvicenie, skiste dokézat, Ze jediné diferencialne formy na
CP", ktoré st invariantné vo¢i vietkym unitdrnym transforméaciam, si prave w™,
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0 <m < n, a tym padom (pozri vyssie na vypocet kohomologie sféry)

R [ parne a nie vicsie ako 2n

Hap(CE") 0 inak
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Symplektickd a komplexna geometria 2 (MN)

V tejto kapitole sa budeme blizsie venovat podobnostiam a rozdielom medzi
komplexnymi a symplektickymi varietami a ich geometriami, zna¢né ¢ast bude ven-
ovand aj konkrétnym prikladom §tvorrozmernych variet.

Komplexnd struktira na vektorovom priestore V' je automorfizmus J : V — V,
pre ktory plati J? = —1. Potom nie je fazké nahliadnut, ze na (redlnom) vektorovom
priestore V sa da definovat nasobenie komplexnymi ¢islami pomocou J ako

CxV =V:(s+it,v) — sv+tJo.

Priestor komplexnych Srtuktar na vektorovom priestore V' oznac¢me J(V'), zaklad-
nym prikladom je Standardna komplexn struktara Jy na R2".

Ak (V,w) je symplekticky vektorovy priestor, komplexna §truktara J € J(V)
bude kompatibilnd so symplektickou formou w ak

w(Jv, Jw) = w(v, w)

pre vetky v,w € V a
w(v, Jv) >0

pre vSetky nenulové v € V. Pre kompatibilnt komplexni §truktiiru mozeme navyse
uvazovat bilinedrnu formu

g7 (v,w) = w(v, Jw).

CviCenie 11.1. Nech (V,w) je symplekticky vektorovy priestor a J je kom-
plexnd struktira na V. Ukdzte, Ze nasledujice je ekvivalentné:
(i) J je kompatibilnd s w.
(ii) Bilinedrna forma gy : V x V — R definovand ako
g7 (v,w) = w(v, w)

je symetrickd, kladne definitnd a invariantnd vzhladom na J.
(#1i) Forma H : V x V — C definovand ako

Hv,w) =w(v, Jw) + iw(v, w)
je komplexne linedrna vo w, komplexne anti-linedrna vo v, spliia H(w,v) = H (v, w)
a md kladne definitni redlnu ¢ast, teda ide o Hermitovsky skaldrny sucin na (V,J).

D4 sa ukéazat, Ze priestor J(V,w) komplexnych struktar kompatibilnych so
symplektickou formou w je kontraktibilny.

TVRDENIE 11.2. Priestor J(V,w) kompleznijch struktir kompatibilngch so sym-
plektickou formou w je homeomorfny priestoru P symetrickijch kladne definitngch
symplektickych matic, teda je kontraktibilng.

DokAz. Vzhladom na to, Ze v symplektickom priestore (Vw) existuje symplek-
tickd baza, mozeme predpokladat, ze V = R?" a w = wy. Matica .J typu 2n x 2n
bude reprezentovat kompatibilnt komplexna §truktaru prave vtedy, ak

J? = -1, JTJoJ = Jo, (v, —JoJv) >0 pre vietky v # 0.
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Z prvych dvoch rovnosti dostavame
(JoNT = —JVJy = JT JyJ? = JoJ,

¢ize matica P = —JyJ je symetricki, kladne definitnd a symplekticki. Naopak,
T'ahko sa da presvedcit, ze ak matica P ma v8etky tieto vlastnosti, bude J = —ngP
reprezentovat kompatibilni komplexni §truktiru. Potom uZ z cvic¢enia 4.9 vyplyva,
7e J(V,w) je kontraktibilny. O

Niekedy je vhodnejgie namiesto kompatibilnych komplexnych struktar pouzit
takzvané w-skrotené komplexné struktiry, od ktorych pozadujeme iba to, aby spliali

w(v,Jv) >0

pre kazdy nenulovy vektor v € V. Ich vyhodou je to, Ze podmienka skrotenosti
je otvorend a tym padom generickejsia. To sa ukazuje vyhodné najma pri analyze
J-holomorfnych kriviek a dokazoch ich kompaktnosti.

Podobne, aj pre w-skrotent §trukttru mozeme definovat skalarny sucin dany
symetrizujicim predpisom

g7 (v,w) = %(w(v, Jw) + w(w, Jv)).

Vsetky tieto fakty, ktoré sme si tu uviedli pre linedrne priestory, mozeme
prirodzene zovSeobecnit pre symplektické variety a ich dotykové fibracie, kde mozeme
rovnako hovorit o komplexnych (resp. takmer komplexnych) $trukturach, ako aj o
tom ¢i budi kompatibilné alebo skrotené symplektickou Struktirou.

Vela prikladov kompaktnych symplektickych variet totiz pochédza z projek-
tivnych komplexnych variet, kde na variete X okrem symplektickej formy w, pochéa-
dzajucej zo Fubini-Studyho metriky na CP" (pozri predchadzajicu prednasku),
méme aj komplexnu Struktaru, definovant nésobenim komplexnou jednotkou i.
Prirodzene, tieto variety buda obsahovat aj kompatibilnd metriku g;. Komplexné
variety (X, J,w,gs) vybavené symplektickou §truktirou a kompatibilnou metrikou
sa nazyvaju Kdhlerovské variety a hraju vyznamnu tlohu v komplexnej geometrii.

1. Symplektomorfizmy a komplexné automorfizmy

Na nasledujucich dvoch prikladoch poukdZeme na podstatné rozdiely medzi
symplektickou a komplexnou geometriou, kokrétne na to, ako volne sa vieme pohy-
bovat v ramci symplektickej, resp. komplexnej kategorie, a tiez na to, do akej miery
mozeme resp. nemozeme vykonévat lokdlne zmeny tychto Struktur.

Priklad 11.3. Komplezné automorfizmy CP*. Pod komplexnym automorfiz-
mom komplexnej variety rozumieme zobrazenie, ktoré je bijektivne a holomorfné v
oboch smeroch. V pripade variety CP' = C U {co} je kazdy takyto automorfizmus
popisany meromorfnou funkciou f : CU {00} — C U {oo}, ktora nadobuda kazda
hodnotu préave raz.

Nie je tazké nahliadnut, Ze takychto funkcii je pomerne méalo. Kedze funkcia
f je bijektivna, méa préve jeden pol nasobnosti 1, povedzme ¢, priCom moéZzeme
predpokladat, Ze ¢ # co. Potom funkcia —- f(z) bude opét meromorfna, tentoraz
bez polov v C, ¢ize to bude nejaka linedrna funkcia —— f(z) = az + b. Tym padom

f) =P8 deabeec.

cC—Zz

Zobertc do uvahy aj tie automorfizmny, ktoré zobrazuju pol na pol, t.j. f(oco) = oo,
dostaneme celtl grupu komplexnych automorfizmov variety CP' ako grupu

PGL(C.2) = { (2})[ad—be £ 0, a(2h) ~ (2}) }.
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Grupa PGL(C,2) je sestrozmerna redlna varieta, z ¢oho sa d& nahliadnut, 7e kom-
plexny automorfizmus variety CP' je jednoznacéne dany obrazmi troch réznych
bodov variety. To, okrem iného, znamena, Ze jediny komplexny automorfizmus,
ktory fixuje nejaka otvorent mnozinu nutne musi byt identita.

ZjednodusSene sa da povedat, ze podobné spravanie je typické aj pre iné kompak-
tné komplexné variety. Grupy komplexnych automorfizmov su spravidla kone¢noroz-
merné, podobne, priestory holomorfnych zobrazeni medzi komplexnymi varietami
zvykni byt “relativne malé” — kone¢norozmerné. Preco je to tak? Podmienka na
to, aby nejaké zobrazenie bolo holomorfné, t.j. aby spliialo Cauchy-Riemannove
rovnosti, je prili§ silnd. Napriklad, zarucuje existenciu analytického pokracovania,
teda jednoznac¢ného roz§irenia funkcie z malého okolia na cela varietu. To nasledne
znamendi, ze aj mala lokadlna zmena spravidla méa globalne nasledky.

Priklad 11.4. Symplektomorfizmy CP'. Ako sme videli v kapitole 8, symplek-
tomorfizmy variety CP! v blizkosti identity st generované ako toky symplektick-
ych vektorovych poli. Ak za¢neme s Hamiltonidnom H, ktory je kon§tantny mimo
malého okolia O(p) bodu p € CP!, predpisom

txyw=dH

dostaneme vektorové pole X, ktoré je zjavne symplektické a nulové mimo O(p).
To znamené, Ze symplektomorfizmus generovany tokom X g bude kongtantny mimo
O(p) a netrivialny iba v okoli O(p).

Existencia velkého poctu takychto lokdlne posobiacich symplektomorfizmov
poukazuje na mohutnost grupy symplektomorfizmov symplektickej variety, ktora
je spravidla nekone¢ne rozmerna. Z tohto pohladu sa grupa symplektomorfizmov
podobé grupe difeomorfizmov.

2. Takmer komplexné §truktiary a Chernove triedy

Komplexnt varietu X, moZeme popisat pomocou atlasu {U,, a} lokalnych kom-
plexnych suradnicovych sustav « : U, — C™. Nech pre nejaky bod p € U,
méme a(p) = z, potom v komplexnom vektorovom priestore T,C" méame defi-
nované nasobenie komplexnou jednotkou i, ktoré sa jednozna¢ne prenesie aj do
i:T,X — T,X, teda zobrazenie do : T,X — T,C" je komplexné linedrne. Aby
nam nevznikol problém v priese¢niku dvoch lokélnych stiradnic U, NUg, musia sa tu
nasobenia komplexnou jednotkou zhodovat, teda linearne zobrazenie d(3 o0 a~1)(z)
musi patrif do GL(n,C). To ale znamen4, 7e Soa ™! je holomorfné zobrazenie z C"
do C".

Na symplektickej variete (M, w) moZeme definovat takmer komplexni Struktiru
J, ako zobrazenie J : TM — TM, ktoré splia J? = —1. Cize v kazdom fibri T,M
predstavuje J (iba lokéalne!) komplexna Struktaru vektorového priestoru T, M.

To, ¢im sa li§i takmer komplexna $truktura J na variete M od komplexnej
struktiry komplexnej variety X, je ich integrovatelnost, teda podmienka, aby zo-
brazenie prechodu medzi siradnicovymi stistavami 8o o' bolo holomorfné.

Vo vSeobecnosti, takmer komplexnych §truktir na variete M existuje pomerne
velké mnozstvo, ale iba niektoré z nich budi integrovatelné. Vynimkou je pripad
2n = 2, kde je kazda takmer komplexna Struktira na (redlnej) dvojrozmernej ploche
%2 integrovatelna, a ide teda o komplexnt krivku.

Na tomto mieste sme na prednéske velmi rychlo zopakovali par faktov o ko-
homologickom okruhu a Chernovych triedach. V okruhu diferencidlnych foriem
Q*(M) = U, ©%(M) mame dobre definované nésobenie, ktoré sa sprava “rozumne”
aj vzhladom na operator vonkajsej derivacie d : QF — QFF!L. To nam umoziiuje
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zaviest nasobenie aj na kohomologické triedy, ¢im sa z aditivnej grupy H*(M) =
! H*(M) stava okruh.
Jeden zo zékladnych vysledkov algebraickej topolégie, Poincarého veta o du-
alite, ndm na druhej strane dava do stvisu homologické a kohomologické triedy pre
orientovatelnd kompaktné variety.

TVRDENIE 11.5 (Poincarého dualita). Nech M je n-rozmernd orientovatelnd
kompaktna varieta, potom pre kazZdé k existuje izomorfizmus

PD: Hy(X;Z)~ H (X, 7).

Dalsou vecou, ktort budeme potrebovat pre nage nasledujice vypocty je teoria
Chernovych tried. Pre vektorové fibracie

V—— ¢

l

B

kde V je komplexny vektorovy priestor, mozeme definovat tzv. Chernove triedy.
Ide o priradenie, kde kazdej triede izomorfizmov vektorovych fibracii priradi jej
Chernovu triedu ¢(§) € H*(B,Z) s nasledujucimi vlastnostami:

1) Chernova trieda c(€) sa da zapisat ako c(§) = 1+ c1(€) +ca(€) + -+ +cn(€),
kde ¢;(¢) € H*(B,Z) a c;(£) = 0 pre kazdé i > dim(¢).

2) Ak £ a n st izomorfné ako vektorové fibracie nad bazou B, potom ¢(§) = ¢(n),
a ak f: By — Bs je zobrazenie baz, mame tzv. prirodzenost pre Chernove triedy
F7(e(©)) = e(£(€).

3) Pre dve vektorové fibracie ¢ a n nad bazou B plati ¢(§ @ n) = c(§)c(n)
v zmysle nasobenia v okruhu H*(B;Z).

4) Pre kanonicki fibraciu A nad $? = CP' mame ¢(\) = 1+h, kde h je generator
grupy H?(S?;Z).
Navyse pre jednorozmerné (komplexné) fibracie L plati nasledovné: ak D je priesecnik
nulového a generického rezu fibracie L, potom pre jej Chernovu triedu méame
¢1(L) = PD(D) = PD([mnozina nulovych bodov generického rezu L]).

3. TCP® a jej podvariety

V tejto ¢asti ilustrujeme vyssie spomenuté metédy vo vypoctoch pre niektoré
Stvorrozmerné variety. Ciefom bude vypocet Bettiho ¢isel a Chernovych tried pre
podvariety X, v projektivnom priestore CP?, ktoré s dané ako

3
Xd={[zu:zl:zz:zg]E(CIP’?"sz:O}.

i=0
Da sa ukazat, Ze kazdy z priestorov X4 bude hladkou komplexnou podvarietou CP3
(veta o implicitnej funkcii), ako aj to, Ze buda jednoducho suvislé, t.j. 71 (Xy) = {1}
(Lefschetzova veta o hyperrovinach).
Na zaciatok si zopakujme zakladné fakty o komplexnych projektivnych priestoroch.
Pre priestory CP? a CP® mame

H(CP?*)=127,  H*CP*) =12z,  H*CP*=2,

H(CP®)=2z,  H*CP=2z,  HYCP)»=2,  HSCP =12,
pri¢om generétory tychto grip sa 1, h, h?, resp. 1, h, h%, h® a v neparnych dimen-
ziach st kohomologické grupy nulové.

Pre vypocet Chernovych tried komplexnych projektivnych priestorov CP? a

CP? potrebujeme pouzif nasledujuci trik. Priestor CP? je priestor komplexnych
priamok v C* prechadzajucich cez pociatok. Teda kazdému bodu [ € CP? zodpoveda
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1-rozmerny komplexny vektorovy podpriestor v C*. K nemu potom existuje dualny
priestor H; = {I* | I* je linearny funkcional na [}. Takyto priestor H; moZzeme
zavesit do kazdého bodu v CP?, ¢im dostaneme vektorovi fibraciu H — kanonicki
vektorovi fibrdciu.

LEMMA 11.6. Celkovd Chernova trieda kanonickej fibracie H nad CP® je c(H) =
1+ h.

DOKAZ. Ak zoberieme Tubovolny vektor w € C*, potom zo skaldrneho stéinu
(w,v) dostavame predpisom

(w,) v (w,0)

linearny funkcional v C**, jeho restrikcia na [ bude patrit do H;. Tym padom pre
kazdé w € C* dostavame nejaky rez kanonickej vektorovej fibracie H.
Pre vypocet Chernovej triedy fibracie H nam staci najst nulové body takejto
sekcie. Dostavame
(w,-) jenulovy nal < [ L w,
teda prave pre | € wt = C?
CP? v CP®. Preto

. Z toho mame, ze (w,-)|, bude nulové na nejakej kopii

c1(H) = PD([CP?]) = h € H*(CP?).
a celkova Chernova trieda bude ¢(H) =1+ h. O

LEMMA 11.7. Celkovd Chernova trieda dotykovej fibricie T*CP? je ¢(T*CP?) =
(1+h)*

DOKAzZ. Vyuzijeme to, ze vektorové fibracie TCP?®e a H* = HOH®H® H st
izomorfné, kde pod € v tomto pripade rozumieme trividlnu jednorozmernu fibraciu
nad CP?. Pre fibracie TCP? a ¢ totiz plati

TCP? = Hom(l,I*) a 2 Hom(l,1),

z ¢oho dostavame rovnosti

4
TCP® © e = Hom(l, 1" ©1) = Hom(l,C*) = PHom(I,C) =Ho Ho H & H.
7 toho uz vyplyva, ze ¢(TCP?) = (1 + h)* = 1 + 4h + 6h? + 4h3 € H*(CP?). O

Pre vypotet charakteristickych tried ploch X; —— CP? vyuZijeme rozklad
fibracie TCP?|x na dotykovu fibraciu TX a normélova fibraciu vy. Vyuzitim
prirodzenosti Chernovych tried a homomorfizmu kohomologii i* : H*(CP?) —
H*(X,) indukovaného vnorenim i : X4 — CP? dostavame

c(TCP?|x) = (1 +i*h)* = 14 4i*h + 6i*h% = ¢(TX)c(vx) =
= (14 c1(TX) + c2(TX))(1 + di*h).
7 toho dopocitame
ci(TX)=@4—-d)i*h a  c(TX)=(6—4d+ d*)i*h?.

V tomto vypocte sme pouzili fakt, Ze ¢(vx ) = 1+di*h, ktory plynie z nasledujaceho
pozorovania.

Nech ¥ C X je, komplexné krivka stupia k, t.j. dvojrozmerna (redlna) podva-
rieta v X, ktorej vnorenie i(3) do CP?® reprezentuje homologicku triedu [i(X)] =
kPD(h?) € Ho(CP?). Kedze vnorena varieta i(X) reprezentuje homologicki triedu
dPD(h) € Hy(CP?) ich priesecnikové &islo bude X - X = [i(X)] - [i(X)] = dPD(h) -
kPD(h?) = dk.

Na druhej strane, rovnaké priese¢nikové ¢islo dostaneme, ak namiesto variety X
zvolime obraz lubovolného rezu s : X — vx v vx. LenZe to je presne pocet nulovych
bodov rezu s obmedzeného na podvarietu ¥ C X. Dostavame teda (c1(vx), [X]) =
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dk = d(i*h,[X]). Toto plati pre vietky ¥ C X, a preto z duality vyplyva, Ze
C1 (Vx) = di*h.

Na prvy pohl'ad by sa mohlo zdat, Ze vypocty charakteristickych tried podvariet
X4 nam samy o sebe nevypovedaju vela o ich topolégii. Napriek tomu vSak z nich
mozeme ziskatf viacero udajov o ich homologickych a kohomologickych grupéch.
Najvyssia Chernova trieda totiz uréuje Eulerovu charakteristiku variety na zaklade
nasledujiceho vztahu

<CQ(TX),[X]> :X:bo—b1+b2—b3+b4 =2+ by.

Podobne, pre takzvanu priesecnikovi formu Qx : Ho(X;Z) x Ho(X;Z) — Z, ktora
mozeme zaviest na homologickej grupe Hy(X) ako

Qx ([N [IN']) = [N] - [N'] = /X PD(N)PD(N'),

plati Hirzebruchova veta o signatire.

TVRDENIE 11.8 (Hirzebruchova veta o signatare). Pre orientovatelny Stvor-
rozmerni varietu X plati

Sign(Qx) = %(cl(TX)Z — 2,(TX), [X]).

Aby sme mohli ur¢it Eulerovu charakteristiku a signatiuru priese¢nikovej formy
pre variety X, zostdva nam urcit (i*h?, [X]). Poincarého duél generdtora h? €
H*(CP?) je trieda [CP'] zodpovedajica priamke, ktora sa s varietou X, pretina
prave v d bodoch, pocitajuc s nasobnostou. Tym padom

(i*h?,[X]) = d.

Z toho uz l'ahko odvodime, ze

1
bo(Xg) =d(6—4d+d*)—2 a  Sign(Qx,) = 3= d?)(d).
Bettiho ¢islo by moZzeme vyjadrit ako by = bT + b, kde b', resp. b~, oznaduje
dimenziu kladne, resp. zaporne, definitnej ¢asti priese¢nikovej formy @ x. Nakoniec
dostavame

1 1
b+(Xd):§(d3—6d2+11d—3), a b‘(Xd):§(2d3—6d2—|—7d—3).

Je zaujimavé vymenovat variety X, pre malé hodnoty parametra d. Pred = 1,2
a 3 postupne dostavame:

X, = CP?, X, =52 x 52, X5 = CP?#6CP?

Pre d = 4 mame ¢; (T X4) = 0, teda X4 je kompaktna, suvisla a jednoducho suvisla
Stvorrozmernd Kéhlerovska varieta, ktorej prva Chernova trieda je nulova. Vsetky
Stvorrozmerné variety s tymito vlastnostami si navzajom difeomorfné a nazyvaju
sa Kummerove plochy, resp. K3-plochy. Z topologického hladiska ide o varietu
CP?*#9CP?, s druhym Bettiho ¢islom 22.

Pre hodnoty d > 5 su variety Xy takzvanymi plochami vseobecného typu. Pre
neparne d > 5 maju variety Xy a X = bTCP?#b~CP? rovnaké priesecnikové
formy, a tym padom st homeomorfné. D4 sa vSak ukéazat, ze X4 a X/ maja rozne
Donaldsonove invarianty, a teda nie st navzajom difeomorfné.

Priklad 11.9. Formula adjunkcie. Nech X je Kéhlerovska plocha (varieta reél-
nej dimenzie 4) a ¥ C X nech je nejaka vnorena suvisla komplexné krivka (realnej
dimenzie 2). Potom prva Chernova trieda jej normalovej fibracie vs; bude Poincar-
ého dual k mnozine nulovych bodov generického rezu vy, pricom tento rez mozeme
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vnimat ako paralelni, tranzverzalne vnorent kopiu plochy X. Takto dostavame takz-
vané samopriesekové ¢islo plochy Y. Vdaka rozkladu T = Ts X @ vs dostavame
pre rod g = g(X) plochy ¥ formulu adjunkcie

29() =2 = £ 3 — {1 (1), [S]).
Vyuzivame tu totiz nasledujuce

(cl(T%), [E]) = (e(X), [E]) = x(%),
(c1(vs),[X]) =X X, a c(TeX) =a(T%) + c1(vs).
Prikladom pouzitia tejto formuly moéze byt hyperplocha
Ed: {[ZO A 222] G(CIPQ | Zg'f‘Z{l"‘ng:O}
stupiia d v CP2. Toto bude sivisla hladko vnorena plocha, ktorej rod bude dany
rovnostou
2g(24) — 2 = d* — 3d.

Totiz, podobne ako v leme 11.7, mdme TCP? + ¢ = H3, a teda ¢, (TCP?) = 3h.
7 toho plynie (¢;(TCP?, [£,]) = 3d. Nakolko X4 je stupha d, mame [Z4] = dh a
Y4 Xgq = d?. Zvy$ok uz vyplyva z formuly adjunkcie.



PREDNASKA 12
Symplekticka redukcia (MF)

e Momentové zobrazenie
e Redukovany fazovy priestor
e Elementarny priklad: Pohyb v zvislom gravita¢nom poli

Za symetrie s zédkony zachovania. Tie sa daji vyuZit na zjednoduSenie tulohy a
zjednodusena tuloha sa da casto dotiahnut do konca. Symplekticka redukcia formal-
izuje tito myslienku. Podme teda formalizovat.

Momentové zobrazenie. Nech (M,w, R,) je symplektickd varieta, na ktorej je
dané pravé posobenie R, Lieovej grupy G, pri¢om toto posobenie zachovava sym-
plekticku struktaru:
Ry:M— M Ryw=w

S kazdym takymto pdsobenim sa automaticky dostava (pre kazdé X € G) do hry
ista wzavretd forma, konkrétne 1-forma ax = i, w.
v Infinitezimélnou verziou podmienky R} w = w je rovnica L¢, w = 0. Cartanova
identita ale dava 0 = L¢ w = ig dw + dig, w = d(ig w). A

Lahko sa overi, ze forma ax zavisi od X linearne a vodi akcii Ry je ,typu Ad”

(46) Rjax = aaa,x  takZe infinitezimélne  L¢yay = aqx,y

Najdolezitejsi je pripad, ked formy ax st v skutocnosti nielen uzavreté, ale aj
exaktné, ¢ize ked existuje globdlny potencidl Py € F(M), ax = dPx. Vtedy sa
posobenie vola globdlne hamiltonovské, lebo pole éx je vtedy hamiltonovské pole
generované funkciou Py

(47) ieyw=—dPx takie {x =(p, alebotiez &xf={Px,f}

Predpokladajme, ze takyto potencial existuje. Vznikd otazka, ¢i sa vySSie spo-
minané vlastnosti prenagaju z 1-formy ax aj na potenciél (funkciu) Px. Jednoducha
analyza ukazuje, Ze linearita funkcie Py vo¢i X € G sa (vyuZitim vole v potenciali)
da vzdy zabezpecit. To umoziuje zakédovat ju do ekvivalentného objektu, do zo-
brazenia
P:M—G* (P(x),X):=Px(x), ze M

¢o sa da chépaf aj ako funkcia na M s hodnotami v G*, t.j. P € Q°(M,G*).

Trochu naro¢nejsia analyza odhali, Ze s Ad-spravanim potencialu (t.j. so vztahom
Ley Py = Px y) je to zlozitejSie a Ze sa nie vzdy da dosiahnuf. Zarovei sa pritom
odhali, Ze toto Ad-spravanie tzko suvisi s platnostou vztahu

(48) {Px,Py} = Pxy

t.j. s faktom, Ze predpis X +— Px je homomorfizmus Lieovych algebier alebo tiez s
ekvivariantnostou zobrazenia P, t.j. s vlastnostfou

(49) PoR,=Ad}oP

Pre nas bude najzaujimavejsi pripad, ked sa funkcia §(X,Y) da odstranit, t.j.
ked platia vzfahy (48) a (49). Zobrazenie P : M — G* sa vtedy vola momentové
zobrazenie, jemu prisluchajice zobrazenie P : G — A(M), X — Px je komomentové

57
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zobrazenie a samotné hamiltonovské posobenie R, grupy G na (M,w) sa vtedy
vola poissonovské posobenie. (Takéto ,slusné” posobenie vznika napriklad zdvihom
Tubovolného posobenia z bazy do totdlneho priestoru kodotykovej fibracie (pozri
(42)) alebo v pripade koadjungovangch orbit, ktoré sme spominali v predchadzajucej
prednaske.)

Ak Lieova grupa G zachovava aj hamiltonidin, RyH = H (ide teda o symetriu
celej hamiltonovskej sustavy (M,w, H)), tak funkcia Px je pre kazdé X € G za-
chovdvajica sa velicina. Mame teda tolko (nezavislych) zachovéavajucich sa veli¢in,
kolko je rozmer grupy symetrie (= rozmer Lieovej algebry G; ak F; je baza G, tak
Px = X'P; a vdetky funkcie P; = Pg, sa zachovavaji).

Redukovany fazovy priestor. Casto sa stane, e na prvy pohfad zlozit4 uloha
sa vyrazne zjednodusi prechodom do faziskovej sistavy. Je to preto, lebo vypadni
nezaujimavé stupne volnosti spojené s pohybom taziska. To ¢o zostane m4 samozre-
jme menej stuphiov volnosti (kedZe nejaké vypadli) a teda tento krok zmensil (zre-
dukoval) fazovy priestor. Tento jednoduchy népad je podstatou techniky redukcie
fazového priestoru pomocou symetrie. Tu si opiSeme vSeobecni schému redukcie a
zvySok tejto a celt dalsiu prednésku ju budeme uz len ilustrovat na konkrétnych
prikladoch.

Budeme predpokladat, Ze na 2n-rozmernej symplektickej variete (M, w) mame
volné a poissonovské posobenie R, Lieovej grupy G. Zodpoveda jej teda ekvivari-
antné momentové zobrazenie P : M — G*. Vieme, 7e ak by bola G aj symetriou
hamiltonidnu, tak by sa zlozky P; momentového zobrazenia P zachovavali, takze
cela trajektoria by lezala iba v casti celkového fazového priestoru M, a to tej, ktoru
P zobrazuje do jedného bodu p € G*. Fixujme preto bod p € G* a ako M,, ozna¢me
jeho vzor

M, = {z € M | P(z) = p}
Je to podvarieta rozmeru 2n—dim G, ktora je definovana implicitne rovnicami
Pi(z) =p; = konst.,, i=1,...,dimG
Podvarieta M, nie je invariantna vo¢i posobeniu celej grupy G; Tahko sa overi, Ze
RgMy = Maq op

Odtial vidime, ze M, je invariantna iba vo¢i podgrupe G, C G, stabilizatoru bodu
p (voci posobeniu Ad™ na G*). OhraniCenie posobenia Ry na G, uz teda nechava
M,, (ako mnozinu) na mieste

Ry M, = M, ge Gy

Posobenie grupy G, rozklada varietu M, na orbity O,. Kedze G, posobi na M,
volne (platilo to pre celu grupu G), tak v8etky orbity st ako variety rovnakeé (difeo-
morfné). Ukazuje sa, Ze vyslednym redukovanym fazovym priestorom je faktorva-
rieta Mp := M, /G, (priestor orbit). Nato aby sme to dokézali, potrebujeme na nej
najst symplektickd formu. Da sa k nej dopracovaf nasledovne.

Povodna symplektickd forma w Zije na M. Uvazujme jej ohranicenie w|Mp na
podvarietu M,,. Ozna¢me ho @. Tato 2-forma mé dve dolezité vlastnosti, ktoré z nej
umoznia o chvilu vyrobit symplekticki formu & na Mp. Po prvé, je G,-invariantna,
t..

Ry =& g€ G,
Okrem toho je navySe aj horizontdlna, t.j. anuluje ju (Co i len jediny) ,vertikalny”
argument, kde pod vertikdlnym vektorom chapeme vektor, ktory sa dotyka orbity.
Da sa vSak ukazat (odporucame si to premysliet), ze formy na My, ktoré su horizon-
télne a stCasne Gp-invariantné, st vo vzdjomne jednoznac¢nom vztahu s formami
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na Mp. (Takéto formy na M, st pull-backom nejakej formy na Mp vocCi prirodzenej
projekcii na faktorvarietu, 7 : M, — Mp, x— &= [z].)

To ale znamené, Ze na Mp zije jednoznacna 2-forma w, ktord zodpoveda forme
@ na M,. Prave tato 2-forma je hladanou symplektickou formou. (Previerka, ze to
tak je, je uzitoénym cvienim ponechanym na ¢itatela.)

Z povodnej symplektickej variety (M, w) sa teda ziskala nova (mensia) symplek-
ticka varieta (Mp,dj). Hovori sa jej redukovand symplektickd varieta a v mechan-
ickom kontexte tiez redukovany fézovy priestor. Povie sa tiez, ze vznikla z (M, w)
redukciou grupou G.

A ¢o ak mame na zaciatku celi hamiltonovska sustavu a hamiltonian je tiez
invariantny vo¢i grupe G? Redukuje sa symetriou cela hamiltonovski sustava?
Jednoducho sa nahliadne, Ze dno. D4 sa presvedcit, ze povodné hamiltonovské
pole sa prirodzene projektuje na redukovany fazovy priestor a ze je na hom opéaf
hamiltonovskym polom, pricom jeho hamiltonian H je ohrani¢enim po6vodného
hamiltonidnu H na Mp. Redukciou grupou G tak vznika z povodnej hamiltonovskej
sustavy (M,w, H) redukovand hamiltonovskd sistava (Mp,dj,ﬁ), ktora je mensia
ako povodna.

Jednoduchy priklad: Pohyb v zvislom gravitaénom poli. Uvazujme ako
hamiltonovsku ststavu oby&ajny fazovy priestor jedného hmotného bodu T*R? =
RS[r, p] so symplektickou formou w = dp. A dr a s hamiltonidsnom H(r,p) =
p?/2m + mgz. Ide teda o pohyb tohoto bodu v zvislom homogénnom gravitaénom
poli. Intuitivne je zrejmé, Ze translacie vo vodorovnych smeroch (x,y,z) — (z +
ag, Yy +ay, z) su jej symetriou. Formalnym vyjadrenim tychto pocitov je to, ze zdvih
translacii do fazového priestoru

(%y,Z,px,pyypz) s (17 + Az, Y + ay, vaxapyapz)

zachovédva symplekticki formu aj hamiltonidn. KedZe toto posobenie Lieovej grupy
G = (R?%, +) vo fazovom priestore je voIné, st naplnené vietky zdkonom predpisané
podmienky na zacatie redukéného konania.

Zacina sa momentovym zobrazenim. Pre X = X'E; + X' E; z Lieovej algebry
dvojrozmerne] transla¢nej grupy ma fundamentélne pole tvar {x = X', + X209,
takze

igyw = —(X'dp, + X3dp,) = —d(X'p, + X?p,) = —dPx
Momentové zobrazenie preto vyzera

P (2,9, 2,0z, Py, P2) — D E' + pyE* ~ (ps,py) € R* ~ G*

Vzor bodu (ps,py) € R? ~ G* st vietky body (x,y, 2, ps, Dy, ) také, 7e p, a p,
su fixné, takze M, ~ R*[z,y, z,p,]. Translaéné grupa je komutativna, preto Ad aj
Ad™ posobi trivalne a teda G, je celd translacna grupa. Body na jej orbitach su
ekvivalentné v zmysle (z,y, 2, p;) ~ (z+aq, y+ay, 2, p.); ak podla tejto ekvivalencie
faktorizujeme, dostaneme ako priestor orbit Mp ~ R?z,p,]. (Projekcia 7 : M,, —
Mp tu vyzerd (z,y,2,p.) — (z,p,).) Ohranitenie w na M, ~ Ri[z,y,z p.] je
@ = dp, A dz a tato forma je pull-backom formy @ = dp, A dz z Mp. Napokon
ohranicenie H vedie na H (2,p.) = p2/2m + mgz (plus aditivna konstanta, ktori
nepiseme). Zaver teda je, ze redukovana hamiltonovska ststava tu je R2[z,p| so
symplektickou formou & = dp A dz a s hamiltonidnom H(z,p) = p*/2m + mgz;
ide teda o pohyb hmotného bodu v homogénnom gravita¢nom poli, pri ktorom sa
ignoruji (nezaujimavé = vodorovné) stupne volnosti (x,y) a prezije len zaujimava
(= zvisla, jednorozmerna) ast tlohy.
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Symplekticka redukcia 2 (MF)

e Pr.1: Problém dvoch telies - redukcia pomocou grupy translacii
e Pr.2: Pohyb v centralnom poli - redukcia pomocou grupy rotacii
e Pr.3: Redukcia C"*! na CP" pomocou grupy U(1)

Problém dvoch telies a translacie. Uvazujeme pohyb dvoch hmotnych bodov
v E3. Ich dynamika sa opisuje hamiltonidnom

H(ri,ry,p1,p2) = P%/le + p§/2m2 + U(|r1 — raf)

ktory je funkciou vo fdzovom priestore R'2[ry,ro, p1, p2] = T*RE, kde RO[ry,rs]
je konfiguraény priestor ststavy. V tomto konfiguratnom priestore posobi (tro-
jrozmernd) translacnd grupa R3[a] §tandardnym predpisom

Ra: (r1,r2) — (r1 +a,ry +a)
Jej zdvih R, := T*R_, na T*R®[r1,rs] vyzerd
Ra : (r17r23p17p2) = (1'1 +a,rg + aap17p2)

Ak prejdeme v konfiguratnom priestore namiesto (ry,rs2) k stradniciam taziska R
a relativnemu vektoru r = r; — ry, dostaneme

w =dpi1. Adr; + dps. Adrs = dP. AdR + dp. A dr
Posobenie R, vo fazovom priestore v tychto siradniciach vyzera
Ra : (R,I‘,P,p) = (R+a,[‘,P,p)

Je volné a symplektickd forma w je vo&i nemu invariantna. Hamiltonian vychadza

2 2

P o) mim
H(R,r,P,p):m—l—@—FU(\rD M=mi;+my pu ﬁ

a je zjavne invariantng. Moze sa preto zacat redukcia.
Podobne ako v minulom priklade nahliadneme, Ze momentové zobrazenie sa da
napisat ako

P:(R,r,P,p)—P

takze varieta M, zo veobecnej konstrukcie tu zodpoveda Casti fazového priestoru
s fitnou hodnotou celkovej hybnosti faZiska P; da sa teda stotoznif s R°[R,r, p].
Grupa G, je tu (opét) celd translatna grupa R>[a], takZe vysledna varieta Mp sa da
stotoznif s R®[r, p]. Ohrani¢enie symplektickej formy w na podvarietu M, tu vyzera
© = dp. A dr (pozor, 7ije na R°[R,r,p]). Tato 2-forma je naozaj horizontalna
a R3[a-invariantnéd. Zapis ,redukovanej” symplektickej formy & vyzerd rovnako
ako pre @, ale @ #je uz len na RS[r,p]. Transla¢nd symetria povodne]j tlohy o
dvoch telesach nas teda priviedla (symplektickou redukciou) k jednoduchsej ulohe
o jednom (fiktivnom) telese. Redukovanym fédzovym priestorom je uZ len R°[r, p]
(fazovy priestor bodu s ,polohovym vektorom” r) so symplektickou formou & =
dp. A dr. V tomto fazovom priestore generuje dynamiku hamiltonidn

H=H(r,p) =p*/2u+U(r)
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ktory zodpoveda pohybu telesa v centrdlnom poli. Vznikne z pévodného hamilto-
nianu H(R,r, P, p) takto: Najprv sa v fiom polozi P = kon§t. za ohrani¢enie na
M, (Vzniknuta nepodstatna aditivna konstanta sa Skrtne.) Vysledok nezavisi od
R (vdaka invariantnosti) a preto prechod na M, (zlikvidovanie R) sa u formélne
nijako neprejavi.

Pohyb v centralnom poli a rotacie. Uloha o jednom telese v centralnom poli,
ktora zostala, sa d& redukovat dalej, lebo méa este dodato¢ni rotacni symetriu.
Rota¢né grupa standardne posobi v konfigura¢nom priestore M = E2 jedného
hmotného bodu, r — Ar, A € SO(3). Ak I; je baza Lieovej algebry so(3), tak
prislusné generéatory £x na M a ich zdvihy do fdzového priestoru T* M|r, p] st
&, = —€jikTiOk &, = _ejik{xiaixk +pi%}

Funkcie Px vychadzaja
P, (r,p) = —€jmrep = —(r x p); = —L;

Pre momentové zobrazenie odtial standardne dostaneme

(r,;p) — —L(r,p)= -1t xp

takZze M, je tu podvarieta My, C RS[r, p] bodov s kon§tantnou hodnotou vektora
momentu hybnosti L = r xp = konst. Skalarne nasobenie vektormi r a p ddva L.r =
0 = L.p, takze ak vyberieme os z v smere L, tak vektory r aj p budd ,y rovine zy”.
V poldrnych stradniciach v tychto rovinach teda mame zatial saradnice (7, ¢, py, py)
(¢o st stradnice na T*R2[r, ¢]). Podmienka na fixovanie dizky vektora L dava navy3e
L, = xpy — yp: = p, = L = konst., takZe ako My zostéva siradnicovo uZz len
R3(r, ¢, p,). Ako G, funguji rotécie, ktoré nemenia L, t.j. rotacie len okolo osi
z (SO(2) € SO(3)). Ekvivalencia na orbitach tohoto posobenia je (r,¢,p.) ~
(r,p + a, p,) takze faktorizacia dava Mp = My, = R2 (r, pr). Symplekticka forma v
povodnom RS bola w = dp, A dr + dpy A d9 + dp, N dp. Jej ohranicenie na My, je
@ = dp, Adr, o je invariantné a horizontalne voci generatoru d, grupy SO(2). Na
My, je teda & = dp, A dr. Ohrani¢enie hamiltonianu vyzera (ps — 0, pp, — L =
konst.)

2

p 2

P? P} P} P?
H(rr,p)=—+4+U(r)=—"+ + +U(r)— =+

(r.p) 24 (r) 2u  2ur?sin®9  2pr? (r) 2 2ur?
Vyslo teda, ze symplektickd redukcia rotaénou grupou dava pre problém pohybu
telesa v centralnom poli U(r) dynamiku ,radidlneho” stupia volnosti r, t.j. dy-
namiku vo fazovom priestore so suradnicami (r,p,), symplektickou formou & =

dp, A dr a hamiltonidnom

+U(r)

R p2 L2
H(r,pr) = ﬁ + Uey(r) Uep(r) == U(r) + 22

= efektivna potencidlna energia
Redukcia C"*! na CP" a U(1) symetria. Za¢ina sa z C"*! so stradnicami
(29, 21,...,2™) a kanonickej symplektickej formy (pozri (41))
w=(—1/2)dz® N\ dz*®
= (—i/2)[dz° A d2° + dz" A d2F)
(50) = (—i/2)[dZ° A d2° +dzt Nd2t 4 -+ dE" A d2"]
Je zjavne invariantna vodi prirodzenému pésobeniu grupy U(1) v C*!

(51) 2% s ey, 2% s e = W w
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S generatorom
€p, =v=10(20 — 20) = i(2°04 — 2°00)
v Toto je fundamentélne pole g, = v, ktoré zodpoveda bdzovému prvku E; =i
Lieovej algebry G = u(1). Pre vieobecny prvok X = X'E; € Gbude éx = X¢p, =
X'o. A
Na redukciu sa este zidu aj iné (lokélne) stradnice v C"*1, siradnice (7, ¢, w*, w¥),

ktoré zavedieme takto: vSeobecny bod z lezi na sfére polomeru r, takze v oblasti,
kde 20 # 0, plati

P = o = 550 = O+ [ = O+ w)

=2 ow = ok = w4 w”)?
To déva pre 2° a z* parametrizéiciu
(52) 20 = 20(r, o, w*, @F) = re’? /(1 + ww)'/?
(53) 2F = 2R, 0,0k @) = rePwk /(1 4 ww)'/?

Vsimneme si, 7e posobenie (51) grupy U(1) vyzerda v tychto suradniciach velmi
jednoducho

(r, 0, w", %) — (r, 0 +t,wk, o") takze v =0,

Ideme symplekticky redukovat. Podla veobecnej schémy vytvorime 1-formu ayx a
presved¢ime sa, Ze je exaktné:

ax = —ig w = dPyx Px(z,2) = X' P, (2,2) = X*(1/2)|2]2

Nesklamala - naozaj je exaktna. Pomocou jej potencidlu Py mozeme teda zaviest
momentové zobrazenie

(54) P:C" Mz, 2] — (u(1)* P(z,2) = Pi(2,2)E' = %|z|2E1

Teraz mozeme prikrocit k dalSiemu kroku receptu: vyrobit varietu M, ako vzor
fixného bodu p v G* = (u(1))*. Pohlad na konkrétny tvar zobrazenia (54) ukazuje,
Ze touto varietou je tu sféra (fixného) polomeru R > 0:

M =cCr M, = 53+ ={z e C""'| |2]* = R?} c C"*!

Mimoriadne jednoducho vyzera zapis sféry S?{LH v stiradniciach (r, o, w"*, w"); pod-
mienka znie
S?{n—i—l - r=R = Sf{‘“[%wk,wk]
¢ize na sfére preziju uz len stradnice (¢, w”, w*). Grupa G, (zo vieobecného re-
ceptu), ktora nechava na pokoji M,, je tu celd grupa G = U(1), lebo reprezentacia
Ad ™ posobi trividlne. Voéi tejto grupe treba teraz M, = 512%"“ prefaktorizovat, ¢im
sa ziska varieta Mp = CP™. Ohranicenie posobenia grupy G = U(1) na M,, = S3"*!
stradnicovo vyzera
(o, wk, WF) = (p +t,w", @)
tak’e na faktorvariete M, = CP", priestore orbit, zostant u len saradnice (w*, ")
M, = CP"[w"*, @"]
To je dobre, lebo (w”, w") sa standardne pouzivaji ako stradnice na CP™.

Prave na tejto variete ma 7it vysledna (,redukovana”) symplekticka forma .
Chceme ziskat jej sturadnicové vyjadrenie. Podla vSeobecnej schémy treba najprv
urobit ohranicenie & symplektickej formy w na podvarietu M, = Sf%”*l. To by v
stradniciach (r, o, w”, w*) prakticky znamenalo polozit vo vyjadreni w viade r = R,
a teda dr = 0; stradnica r teda opusta scénu a dalej zostant uz len sturadnice
(o, wk, @"). Zo vieobecnej tedrie sa dalej vie, Ze tato forma @ je voéi pésobeniu
G, = U(1) invariantnd a navyse Ze je horizontdlna (vynuluje sa po dosadeni ¢o i len



13. SYMPLEKTICKA REDUKCIA 2 (MF) 63

jediného argumentu typu £x ). Invariantnost v stiradniciach (p, w*, w*) znamena, ze
jej komponenty neobsahuji premenni ¢. Horizontalita sa prejavi tak, ze tam nikde
nebude figurovat bazova forma dp. Spolu vidime, Ze aj stradnica ¢ sa portuca,
takze © sa vyjadruje uz len cez (w*, w"). Z explicitného stradnicového vyjadrenia
prirodzenej projekcie

(55) v3eobecne m: M, — M,
(56) t.j. tu T SEtt — cpr z = [2]
(57) resp. (g, w*, %) — (w*, @)

vidno, Ze na Mp = CP" naozaj existuje forma @ taka, ze © = 7*w pricom formy
@ a @ maju uplne rovnaké suradnicové vyjadrenie. Takze ak vyratame siradnicovy
tvar formy @, na ziskanie @ uz nebude ¢o pocitat. Vyratat siradnicovy tvar formy
w nie je tazké.

V principe treba prepocitat diferencialy v (50) pomocou (52) a (53). Samozre-
jme, kedze diferencidly dr a dy v konefnom vyraze nebudd, nemusime ich braf
vazne ani tu a moézeme ich pokojne ignorovat uz v medzivypoctoch. T.j. napriklad

_ , _ dr 1 d(ow)
0 k =ky _ v /(1 /2y — .. 02 =
dz"(r, p,w", w") = d{re*? /(1 + ww)'/*} z (r +idyp 21+ww>
ale staci si z toho nechat
40— 0 1 d(mf;) rp 8. _ La*dw* +7w’“dw’“
21+ ww 2 14+ ww

Podobne vyjde (po vyskrtnuti zbyto¢nych ¢lenov)
dzF = 20 (dw® + w*3)

Teraz stadi tieto vyjadrenia dosadit do (50) (a polozit r = R v (52) a (53)) a vyjde
(1 + ww)é* — whw?

(1+ww)?
Zistili sme teda, ze CP™ ma prirodzent symplekticka Struktaru, ktora sa da ziskaft
(napriklad) symplektickou redukciou z C**! pomocou symetrie U(1). Ukazuje sa,
7e skuto¢nost je este zaujimavejia a bohatgia: CP" je (podobne ako C"*!) dokonca
Kihlerovou varietou, ! pricom kithlerovska §trukttra je dana hermitovskou formou
(1 + ww)d* — whw?

(1+ ww)?

L _ :
© == hg; dw® A dw’ hy; = R

h=g+io= hg do* @ dw hg; = R?

1o Kaéhlerovych varietach sa hovori v inych prednaskach tejto Zimnej Skoly.



PREDNASKA 14
Symplekticka tava (MN)

V kapitole 11 sme si ukézali, ze pre sym-
plektickt varietu mé trieda symplektomorf-
izmov podobne bohatu strukttaru ako trieda
difeomorfnych transformacii. Navyse, kazdy
symplektomorfizmus zachovava okrem sym-
plektickej formy w aj formu objemu A" w. V
tejto prednaske poukizeme na jeden zasadny
rozdiel medzi symplektomorfizmami a dife-
omorfizmami zachovavajicimi objem. Prik-
lad so symplektickou tavou pochddza od V.
I. Arnolda, dokaz nemoZnosti pretiahnutia
symplektickej tavy cez ucho ihly je od M.
Gromova, ktory v om vyuzil teériu J-holomorfnych
kriviek.

Symplektickti tavu bude reprezentovat jednotkové gula B2?"(1) v $tandard-
nom linedrnom symplektickom priestore (R*",wy). Valec Z(r) = B?(r) x R*=2 =
{(z,y) € R?"|z? + y? < r}, so zzenim §tandardnej symplektickej formy wp, bude
reprezentovat ucho ihly. Potom plati nasledujuca veta o “nezmacknutelnosti”.

VETA 14.1 (O nezmacknutelnosti, Gromov 1985). Ak ezistuje symplektomor-
fizmus, ktory zobrazuje jednotkovi gulu B**(1) v (R®*",wq) do valca Z(r), potom
r> 1.

Prejde symplektickd
tava cez ucho ihly?

Nie je tazké nahliadnut, Ze pre objemzachovavajice difeomorfizmy nemame,
okrem dimenzie 2, Zziadne podobné obmedzenie. Jednotkovi gulu vieme totiz zo-
brazit do Tubovolne tizkeho valca, pri¢om zmacknutie v niektorych smeroch vieme
kompenzovat natiahnutim v inom. V kapitole 4 sme si ukézali, Ze ku kazdej vlastnej
hodnote A linedrneho symplektomorfizmu ¥ existuje druhd vlastna hodnota A~1.
Gromovova veta o nezmacknutelnosti nam, okrem iného, hovori ako st tieto dve
vlastné hodnoty a ich vlastné priestory navzajom pevne zviazané.

Skisme sa najprv pozriet na linearny pripad. Pod afinngm symplektomorfizmom
budeme rozumiet zobrazenie ¥ : R?" — R?" tvaru ¥(z) = ®(2) + 20, kde ®(z) €
Sp(2n) je symplektickd matica.

TVRDENIE 14.2. Ak U je afinng symplektomorfizmus zobrazujici B**(1) do
Z(r), potom r > 1.

DOKAZ. Nech U(z) = ®(2)+20 au,v € R?" st stipce matice 7 zodpovedajice
saradniciam x1, y; a nech a, b st prislusné zlozky vektora zy. Platia teda rovnosti

oo (250) () - ().
o= (1) (=(1): o= (1) ()=(1)

Obe matice, ® aj ®T, st symplektické a plati wy(u,v) = wo(¥Tzy, ¥Ty;) =
wo(r1,71) = 1. Podmienka zobrazenia jednotkovej gule B>"(1) do valca Z(r) sa da
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prepisat ako

‘s1‘1:pl(<u, 2y +a)? + (v, 2) +b)* < r?

Kedze 1 = wo(u,v) < |ul|v|, aspoii jeden z vektorov u, v ma dizku aspoi 1,
nech je to vektor u. Zvolme z = :l:ﬁ a dosadenim za z dostaneme
r? > ((u,2) + a)* = (£|ul + a)*,
¢o pre jedno zo znamienok da 1 < r. O

Tato vlastnost afinnych symplektomorfizmov vedie k nasledujicemu pojmu:
pod (linedrnou) symplektickou Sirkou T'ubovolnej podmnoziny A C R?" rozumieme
¢islo

wr (A) = sup{nr?|®(B*"(r)) C A pre nejaké & € ASp(2n,R)},
resp. pre nelineadrny pripad
w(U,w) = sup{nr?|B*"(r) sa d4 symplekticky zobrazit do U}.
Tvrdenie o linearnej nezmacknutelnosti nam pre symplekticka Sirku dava
wr,(B*n(r)) = wr(Z(r)) = mr?.

Takto definovana symplekticka sirka navyse splita nasledujice axiomy symplek-
tickey kapacity.

(monoténnost) ak existuje symplektické vnorenie ® : (U,w) — (U’,w’), potom
c(U,w) < e(U',w'),

(konformnd invariancia) pre Tubovolné A > 0 plati c(U, \w) = A\2(U, w),

(netrividlnost)

0 < ¢(B*"(1),wo) = c(Z(1),wp) < 0.

Plati nasledujtce tvrdenie, charakterizujice symplektomorfizmy pomocou sym-

plektickej kapacity, dokdzeme iba jeho line4drnu verziu.

TVRDENIE 14.3. (Lokdlny) orientdciu—zachovdvagjici difeomorfizmus ® na sym-
plektickej variete (R?™,w) je symplektomorfizmom vtedy a len vtedy, ak zachovdva
kapacitu na vietkych otvorenych podmnoZindch vR?", t.j. ¢(®(U)) = c(U) pre vsetky
otvorené U.

TVRDENIE 14.4. Linedrne zobrazenie L : R2® — R?", ktoré zachovdva kapacitu
elipsoidov je symplektické alebo antisymplektické, t.j. L*(wp) = two.

DOKAZ. Ak zobrazenie L nie je symplektické ani antisymplektické, tak takym
nebude ani LT. Tym padom existuju vektory v, w, pre ktoré

wo (v, w) # Fwo(L v, LTw).

KedZe tato nerovnost je otvorend reldcia, t.j. plati v nejakom otvorenom okoli vek-
torov v a w, mdzeme predpokladat, Ze obe strany st nenulové. Pripadnym preskalo-
vanim alebo zdmenou LT za (LT)~! mézeme zabezpecit, aby platilo

0 < A? = |wo(LTw, LT w)| < wo(v,w) = 1.
Skonstruujme nové symplektické bazy v R?™:

Uy =v, vV =w, Uy = ...,

, LTv , LTw ,
ul:T, Ulzj:T, Uy = .o v
Nech A, resp. A’ st linearne symplektomorfizmy zobrazujuce eq,es,..., e, do
Up,01, ..., resp. uy, v, . ... Potom zlozené zobrazenie C = (A’)~'LT A zobrazuje

vektory e;, es na
(A/)—l

A LT
e1 —— up = v —— LTy = \uj ——— ey,
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(A/)—l

A LT
ey ——— vy = w —— LTw = M} ——"— Ae,

¢ize matice C' a CT maju tvar

A 0] % * A 010 0

0 A|* ... =x 0 A|O 0
C = 0 0% ... =« oT — * ok | ok

0 0% ... = N I

Potom zobrazenie CT zobrazuje jednotkovi sféru B2 (1) do valca Z(\) s polom-
erom \ < 1. Zaroven ale plati, 7e zobrazenia A, L a (A")~! zachovévaji kapacitu,
rovnako by ju malo zachovévat aj ich zlozenie CT = ATL(A")~1L. Cim sa dostavame
k sporu. O

Uplny dokaz Gromovovej vety o nezmacknutelnosti vyrazne presahuje ramec
tychto prednasok, a preto tu uvedieme iba jeho nac¢rt, vynechajtc prave jeho tazgie
Casti tykajuce sa J-holomorfnych kriviek.

Naért dokazu Vety o nezmacknutelnosti. Nech ® : B?"(1) — Z(r) je
symplektické vnorenie jednotkovej gule do valca s polomerom r. Predpokladajme,
7e obraz ®(B*"(1)) lezi v nejakej kompaktnej podmnozine B2(r) x K C Z(r).
T moZeme povazovat za podmnoZzinu kompaktnej variety (S? x T2"~2 Q), kde
symplektickd forma = o @ kwy pozostava zo symplektickej 2-formy o na sfére
52 s celkovou plochou mr? + € a kwy je vhodny nasobok §tandardnej symplektickej
formy na 72772,

Okrem toho, nech Jy je §tandardna (takmer) komplexna §truktira na R?" a
J nech je -kompatibilng takmer komplexn4 Strukttra na S? x T2"2, ktora suh-
lasi s ®,(Jo) na obraze gule B?"(1). Takito takmer komplexna Struktdra .J ide
vzdy skongtruovat rozirenim ®,(Jy) aj mimo obraz ®(B?"(1)), nakol'ko lokélne je
priestor Q-kompatibilnych komplexnych strukttar kontraktibilny.

Teoria J-holomorfnych kriviek na variete S? x T2"~2, o ktorej sa zmienime
viac v kapitole 15, zarucuje existenciu aspon jednej J-holomorfnej krivky reprezen-
tujticej homologicki triedu A = [S? x pt], prechddzajicej cez kazdy bod variety
S? x T?"=2, Nech C je J-holomorfna krivka prechddzajica cez bod ®(0), a nech
S je jedna z komponent vzoru ®~1(C), prechadzajtica cez bod 0. Potom S je Jo-
holomorfn4 krivka v B?"(1), pri¢om kazdy jej prienik s kompaktnou podmnozinou
gule je kompaktny. Takato krivka sa nazyva vlastnd alebo reguldrna. Nakolko Jy
je tandardnd komplexn4 Struktara na R?" = C", o krivke S vieme toho pomerne
vela.

Vieme, Ze holomorfné krivka S bude minimalnou plochou v zmysle §tandardnej
metriky go. Lenze takd plocha je prave [ubovolny plochy disk prechadzajuci cez
pociatok, ktorého plocha je 712, Dostavame teda nerovnosti

wgPlochago(S):/wO: QS/Q:/ 0 =mr?+e.
s o(S) c S2xpt

Nakol'ko tato nerovnost plati pre vietky e dostavame r > 1.
HDH



PREDNASKA 15

J-holomorfné krivky (MN)

V kapitole 14 sme sa stretli so zobrazeniami zachovavajicimi takmer komplexné
struktiry, konkrétne sme videli zobrazenie u : (S2,j) — (82 x T?"~2,J), pre ktoré
platilo

Jodu=duoj.
Dalsou tpravou predchadzajucej rovnosti dostavame
Joduoj=duo(-1),
Joduoj+du=0.

Poznamenajme, Ze riemannovska sféru S? je niekedy uzito¢né reprezentovat kom-
plexnou projektivnou priamkou CP', ktord ma Standardnt komplexnid aj sym-
plektickd Struktiru. Vyssievedené rovnosti v8ak maju lokdlnu povahu a nezavisia
od globélnych vlastnosti Riemannovskej plochy, a preto podobni argumentaciu
moZzeme pouZit aj pre zobrazenia z Riemannovskych ploch vyssieho radu v : ¥ —
M. Pre ne sa rovnakym spésobom dostaneme k diferencialnemu operatoru 9, defi-
novanému ako d;(u) = (J o du o j + du). Tento operétor hra v modernej matem-
atike vyznamni dlohu, a prave jeho vyskyt v kontexte symplektickej geometrie ndm
umoZnuje vyuZzit zasadné vysledky z oblasti parcidlnych diferenciadlnych rovnic.

1. Cauchy—Riemannove rovnice

Ak si lokdlne stradnice na S? ozna¢ime ako z = s + it, komplexn4 Struktira

na jej dotykovej fibracii bude dana vztahmi j(%) = % a j(%) = —%. Podobne
na M mozeme mat lokalne stradnice x1, 23, ..., T2,. Potom operator d; priraduje

zobrazeniu u : S? — M zobrazenie 0;(u) = 1(Joduoj+ du), t.j. zobrazenie z T'S?
do T'M, ¢o v lokalnych siradniciach mozeme zapisat ako

. du; g du; 9
Jod . % j % du EL ot D, J J(u) ZL ot Ow;
cauoj: |\ o "\ o ’ ou; o ou; o |
ot s 721’ ds Ox; —J(u) Zz ds Ox;

du; o

du - ’d_U) > s dz;

U s 2u o .
i 9t Oxy

= 2 1/ Jwou+a,
03w () — 5 (Tnitsn)

¢o sa da “uCene” vyjadrit aj ako

Sl

Spojenim dostaneme

dy(u) = %(J(u)atu + Ogu)ds + %( — J(u)dsu + dyu)dt.

Na 0;(u) sa tu moézeme pozerat ako na 1-formu z Q%!(S2%, u*T M), teda priestoru
foriem Cakajticich na jeden vektor (z,v) € T'S? a dévajucich vysledok (z,v'), kde
v € Tu(z)M

Na to, aby 9 (u) bolo nulové, potrebujeme aby boli splnené nelinearne Cauchy—
Riemannove rovnice

J(u)0yu + Osu =0 a — J(u)0su + dpu = 0,

67
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ktoré su, tak isto ako v linedrnom pripade, iba ndsobkami jedna druhej. Podobne
ako sa v komplexnej analyze dostaneme od Cauchy-Riemannovych rovnic k har-
monickym funkcidm, mézeme obe rovnice eSte raz parcidlne zderivovat

0 = 0 (J(u)@tu) + 050su = J(u)0sO0pu + (8SJ(u))8tu +(05)%u
0= ﬁt( — J(u)@su) + 0:0u = —J (u)0p0su — (3tJ(u))8su + (0,)*u

a s¢itanim dostat rovnicu pre laplacian u
Au = (05)*u+ (8)*u = (00T (u))Osu — (85 (u))dyu.

Rovnica, ktord sme takto dostali, je kvazi-lineadrna eliptickd parcidlna rovnica radu
2. Teoria eliptickych parcidlnych rovnic ponuka viacero silnych néastrojov, ktoré
ndm davaja lep§iu predstavu o priestoroch jej rieSeni. Specidlne ide o vysledky
tykajuce sa regularity rieSeni, ktoré nam umoznuju ukazat, Ze vhodné slabé rieSenia
st v skuto¢nosti regularne, ¢i hladké. Na druhej strane, pre vysledky tykajtuce sa
existencie slabych rieSeni mozeme pouzit metody z funkcionalnej analyzy, ktoré nam
daju informéciu o o¢akivanej dimenzii priestoru rieSeni.

2. Minimalne plochy

Dalsia priama spojitost s harmonickou analyzou spociva v tom, Ze tak ako
klasické harmonické funkcie minimalizuju plochu, podobne ju budui minimalizovat
aj J-holomorfné krivky.

Nech takmer komplexné Struktira J na variete M je kompatibilna so symplek-
tickou formou w, a teda plati

w(u,v) = w(Ju, Jv), a w(u, Ju) >0 pre u # 0.

K dvojici symplektickej formy w a takmer komplexnej Struktiary J existuje prave
jedna s nimi kompatibilna metrika spliajtca g (u,v) = w(u, Jv). Nasledne mozeme
definovat na TM normu | - |; ako |- |3 = g;(-,-) = w(:, J-).

Okrem diferencidlneho operatora d; mozeme analogicky definovat diferencialny
operator 8; ako 0;(u) = 1(du — J o duo j). Potom dostavame rozklad diferencidlu
du = 9;(u) + d;(u), ktory nam pomdze odlisif .J-holomorfné zobrazenia, t.j. tie,
pre ktoré je zlozka 07(u) nulova. Podobne ako diferenciél 0 (u), aj 05(u) a du st
1-formami z Q!(S?%,u + TM).

Definujme energiu zobrazenia u : S> — M ako L? normu 1-formy du:

1
E(u) = 3 /S |du|%dS,

kde normu | - |; pre linedrne zobrazenie L = du(z) : T,S? — Tu(zyM definujeme
predepisom

L] = 67 ILOR + [LGOR
pre nenulové & € T, 52,

Cvicenie 15.1. Ukdzte, Ze pre (redlne) linedrne zobrazenie L : C — R?" je
vyraz

L = &1 VILE)? + [L(j€)1?

nezévisly od vyberu ¢ € C — {0}, kde | - | ozna¢uje Euklidovski normu na R*". Ak
navyse identifikujeme R?” s C" a L je komplexné linearne zobrazenie, potom plati
|L| = V2|L(1)|. Ukézte tiez, ze |L(1)| je operdtorova norma linedrneho zobrazenia
L (v zmysle |L| = supy,_; |L(z)), a Ze hodnotu |L| dostaneme ak odmocnime
sucet §tvorcov zloziek redlnej matice reprezentujicej L pre ortonormalne bézy. Pre
holomorfnt funkciu ¢ : C — C ukdzte, ze |dp(z)| = v2|¢'(2)|, kde ¢'(z) € C
oznacuje jej komplexna derivéciu.
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Pre stradnicovy systém z = s+ it na S? a zobrazenie u : S — M potom plati
|du|3dS = (|0sul% + |0pul3)ds A dt = (|0su + JOu|T — 29 (Osu, JOwu))ds A dt =

= 2(0;(u)[3dS + 2w(Dsu, dpu)ds A dt = 2|0 (u)|3dS + 2u*w,
pricom sme vyuzili vysledok predchédzajiceho cvicenia
2

_ _ 1 1
\8J(u)|3 = 2|8J(u)(5)\3 =2 '2(35u+ Jowu)| = §|65u + Jatu|3.

J
Potom pre energiu zobrazenia u : S? — M dostavame nasledujicu lemu:

LEMMA 15.2. Nech w je symplektickd froma na hladkej variete M a J je s fiou
kompatibilnd takmer komplexnd Struktira. Potom pre energiu hladkého zobrazenia
u:S% — M plati

1 _
B(u) = 5/Sz |du|?,dsz/52 \aJ(u)|3ds+/52 (W),

Ak zobrazenie u predstavuje J-holomorfni krivku, potom plati

B(u) = /S W (@) = /U(Sz)w.

Z toho vidime, ze J-holomorfné krivky minimalizuja energiu (g -plochu ich
obrazu) v ramci homologickej triedy A = [Im(u)], a tym padom st to harmonické
zobrazenia. Tiez je zjavné, ze energia J-holomorfnej krivky je jej topologickym
invariantom. Nakol'ko pri vypocte energie integrujeme kladné ¢isla, bude E(u) > 0
pokial A # 0.

Poznamka: Ako sme videli v prednéagke 16, podmienkou na to, aby varieta M
bola symplekticky asféricka je fs2 g*w = 0 pre vSetky g € mo(M). To znamena, Ze
v takejto variete neexistuju netrividlne J-holomorfné sféry.

O

Cvicenie 15.3. Nech (V,w,J) je symplekticky vektorovy priestor s kompati-
bilnou (takmer) komplexnou §trukttrou J a prislunym skaldrnym sa¢inom g;. Pre
vektory v, w ozna¢me rovnobeznik nimi tvoreny ako P(v,w). UkézZte, Ze plati

w(v,w) < gy-plocha P(v,w).

Ukéazte, 7e rovnost nastéva iba pre vektory w € Span[v, Jv]. Odvodte z toho, Ze
J-holomorfné krivky v (M, w, J) minimalizuja g;-plochu.

3. Modularne priestory J-holomorfnych kriviek

Ukazali sme si, ze J-holomorfné krivky st prave tie, pre ktoré d;(u) = 0.
Pozrime sa teraz na priestory na ktorych operator 0; vlastne Zije.

Na jednej strane mame priestor hladkych kriviek B := C*°(S?, M), t.j. priestor
hladkych zobrazeni z S? do M. Kazdému takémuto zobrazeniu u mézeme priradit
d5(u), 1-formu v &, = Q%1(S% u*TM). To nas vedie k nasledujicemu fibrovanému

priestoru:
Ew — &

l

B
Potom je operétor 0; rezom tejto fibracie

dy:B— €&, dy s (u,05(u)).

Priese¢nik obrazu 9 s nulovym rezom bude prave priestor J-holomorfnych kriviek
UM(A, J), skladajuci sa z viacerych komponentov pre rozne homologické triedy
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A € Hyo(M). Vo vieobecnosti, priesek rezu 9 s nulovym rezom fibracie £ nemusi byt
tranzverzalny, a tym padom moduldrny priestor J-holomorfnych kriviek M(A, J)
v homologickej triede A modze obsahovat vyrazné singularity.

Problém moznych singularit priestoru M (A, J) mozno obist tak, Ze povolime
ista variabilitu takmer komplexnej Struktary J. Neobmedzime sa iba na takmer
komplexné struktury z J(w), t.j. kompatibilné so symplektickou §truktirou w na
variete M, ale vezmeme do uvahy vicsi priestor J.(w), zloZeny z takmer kom-
plexnych struktur skrotenych symplektickou $truktirou w. Priestor J;(w), ako sme
uz spominali v kapitole 11, bude kontraktibilny, ale otovoreny v priestore vSetkych
takmer komplexnych Struktur, t.j. bude mat plnu dimenziu.

Potom sa da ukazat, 7e vlastnost “priestor” M(A,J) je nesingularny (reg-
ularny) je v J(w) generick4, t.j. priestor takmer komplexnych §truktar J, pre
ktoré ma M (A, J) singularity ma v J(w) uritt kodimenziu. Navyse, kazdé dve
takmer komplexné Struktiury s regularnymi modulédrnymi priestormi mozno spojit
1-parametrickou triedou reguldrnych takmer komplexnych Struktir. Preto medzi
priestormi M(A4, Jy) a M(A, J1) budeme mat trividlny kobordizmus, tym padom
budu difeomorfné.

7Z teorie indexu eliptickych diferencialnych operatorov nakoniec pre ocakavani
dimenziu modularneho priestoru M(A, J) dostaneme:

dim M(A,J) =2(c1(TM,J) - A+n),

kde ¢1(T'M, J) je prva Chernova trieda dotykovej fibracie T'M. Dimenzia zodpoveda
tzv. Fredholmovmu indezu diferencidlneho operatora 0.

V prednéagke 11 sme videli, ze grupa komplexnych transformécii S2 = CP! je
PSL(2,C). Tato grupa ma (reidlnu) dimenziu 6 a je, nanestastie, nekompaktna.
Grupa PSL(2,C) méa prirodzenti volnu akciu na moduldrnom priestore J-holo-
morfnych kriviek M(A,J), nakolko pre ¢ € PSL(2,C) a J-holomorfnu krivku
w: S? — M bude aj zlozené zobrazenie

§?2 24,62 M

J-holomorfné.

Na zaklade jedného zo zakladnych vysledkov teoérie J-holomorfnych kriviek,
Gromovovej vety o kompaktnosti, na ktora sa tu len odvolame, dostaneme, ze fak-
torizovany priestor M(A, J)/G bude kompaktny.

4. J-holomorfné krivky v §% x 7272

Vys§ie uvedent teériu, z ktorej sme naozaj len opatrne nacrtli jej najdolezitejsie
kontiry, mézeme pouzit pre dokoncenie argumentu o symplektickej tave.

Pre modularny priestor J-holomorfnych kriviek uvazujme tzv. vyhodnocujice
zobrazenie

evy: M(A,J) xg S* — M, evy: (u,2) — u(z).

Potom Im(ev ;) predstavuje body variety M, cez ktoré prechadza niektord z J-ho-
lomorfnych kriviek v homologickej triede A.
Potom méame

dim (M(A, J) x¢ S?) = 2(cy - A+ n) — dim(G) + dim(S5?).

V pripade variety S? x T%"~2 m4 prva Chernova trieda hodnotu c¢; (S? x T?"~2) =
2h, kde h = PD([pt x T?"~2]). Pre homologicki triedu A = [S? x pt], ktor& nés
zaujima, dostaneme

dim (M(A, J) xg S?) = 2(2PD[pt x T**?]-[S* xpt]+n)—6+2 = 2(2+n)—4 = 2n.
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Teraz moézme pouZit nasledujici argument vyuzivajici kobordizmus medzi mod-
ulérnymi priestormi M (A, Jpiiy) a M(A,J), kde Jgpiit, je Standardnd komplexna
Struktira na CP! x Tg_l a J je vieobecni takmer komplexnd Struktira na S2? x
T27=2_ Nakolko 2n je presne dimenzia priestoru CP' x Tg_l, a ako sa da pomerne
jednoducho presvedcit, zobrazenie ev; .. ma stupeii 1, bude mat aj zobrazenie
evy stupein 1 a cez kazdy bod variety S? x T2"~2 bude prechadzat prave jedna
J-holomorfna krivka v triede [S? x pt]. Tymto nac¢rtli akymi argumentami sa da
vyplnit chybajica medzera v dokaze Gromovovej vety o nezmacknutel nosti.

HDH
5. Zaverom

Tieto prednasky treba chapat ako tvod do problematiky symplektickej geome-
trie a topologie, resp. teodrie J-holomorfnych kriviek. Pri ich priprave som cCerpal
rigoréznejsie, pochadzaja od poprednych odbornikov, ktori sa sami spolupodiel’ali
na budovani spomenutych teérii. Neda sa na tomto mieste spravit ni¢ iné, ako ich
pripadnému zaujemcovi a Citatelovi tychto kapitol odporudit.

Dnes uz klasickou knihou venovanou symplektickej topolégii je praca Dusy Mc-
Duff a Dietmara Salamona Introduction to Syplectic Topology, [?], z ktorej som
Cerpal pri priprave kapitol 4, 8, 14. Kniha J-holomorphic Curves and Symplectic
Topology, [?] sa venuje teodrii J-holomorfnych kriviek a obsahuje vSetky zaml¢ané
casti dokazov, ktoré sme v kapitolach 14, 15 iba naznacili. Tato kniha pochadza
od tych istych autorov ako predosla. Doplnkovym &itanim ponikajicim ¢iastocne
odlisny pohlad na symplekticki geometriu a topoldgiu je zbornik Symplectic Ge-
ometry and Topology, [?] ktory vznikol 7z prednésok na letnej skole organizovane;
Institute of Advanced Studies a Park City Mathematics Institute v roku 1997.

Pre dalgie informécie tykajtice sa v8eobecnych otazok algebraickej topologie,
charakteristickych tried, 4-rozmernych variet ¢i komplexnych variet odporiucam
knihy Raoula Botta a Loringa Tua Differential Forms in Algebraic Topology, Glena
Bredona Topology and Geometry, Johna Milnora a Jamesa Stasheffa, Characteris-
tic Classes, Roberta Gompfa a Andrasa Stipsicza 4-manifolds and Kirby Calculus
a Wolfa Bartha, Klausa Huleka, Chrisa Petersa a Antonia Van de Vena Compact
complex surfaces.
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Symplekticky asférické variety a Arnoldova
hypotéza (JK)'

Symplekticky asférické variety predstavuju zaujimava a dolezitu triedu sym-
plektickych variet. V symplektickej geometrii a topolégii sa objavuju v roéznych
situdcidch. Napriklad, v nedavnych rokoch sa pre ne podarilo dokazat zndmu Arnol-
dovu hypotézu (podrobnejsie poz. ¢ast 3) zo 60-tych rokov 20. storotia o pocte
pevnych bodov hamiltonovskych symplektomorfizmov (o ktorych sa tiez hovorieva
ako o hamiltonovskych alebo exaktnych difeomorfizmoch). Tym sa podstatne rozsirila
trieda savislych uzavretych symplektickych variet M, pre ktoré sa dosial podarilo
dokazat, ze kazdy hamiltonovsky symplektomorfizmus M — M mé aspoinn tolko
pevnych bodov, kol'ko je minimalny pocet kritickych bodov kazdej hladkej realnej
funkcie na M. Na druhej strane, popri oceneni tohto vyznamného uspechu, neza-
gkodi realisticky pripomentut, Ze Arnoldova hypotéza stale zostava nerozhodnuté
pre velmi mnohé z tych symplektickych variet, ktoré nie si symplekticky asférické
(podrobnejsie poz. zavereény usek v 2.2 a poznamky v 3.2 o predchadzajucom
pokroku v overovani Arnoldovej hypotézy alebo jej obmien).

Tento ¢lanok, ktorého zameranie je stru¢ne zhrnuté v nazve, je mierne rozsire-
nou verziou prednaSok, ktoré som predniesol v ramci Zimnej Skoly zo symplek-
tickej geometrie, konanej na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave vo februari 2007. Deli sa na tri ¢asti, z ktorych kazda ma
niekol’ko podcasti. Samotny pojem symplekticky asférickej variety si priblizime v
Casti 2, a to z topologického (v 2.1) aj geometrického (v 2.2) hladiska. Na zakladné
vy¢lenenie symplekticky asférickych variet spomedzi ostatnych symplektickych va-
riet pouZijeme prostriedky algebraickej topoldgie. Preto najmé niektoré poznatky o
homotdpii a homotopickych grupéch, ako aj o ich vztahu k homologickym grupam
(Hurewiczova veta o izomorfizme) stru¢ne uvedieme v pripravnej ¢asti 1. Niektoré
z nich ndm v ¢asti 3, po pripomenuti (v 3.1) pojmu hamiltonovského symplek-
tomorfizmu, sformulovani (v 3.2) Arnoldovej hypotézy a po pridani (v 3.3 a 3.4)
dalsich topologickych myslienok a vysledkov posluzia tiez pri stru¢nom nacrte (v
3.5) spominaného nedavneho dokazu Arnoldovej hypotézy pre symplekticky as-
férické variety. V hom jeho hlavny tvorca Yuli Rudyak ([19]), v urcitych fazach
spolupracujici s J. Opreom (poz. [20]), nadviazal na dlhoro¢né usilie viacerych
matematikov, ¢innych na jednej strane v algebraickej topolégii, a na druhej strane
v analyticky a geometricky zameranych oblastiach matematiky.

V dalgom texte budeme pouZivat oznacenie R pre pole redlnych &isel a Z pre
okruh celych cisel.

1. Pripravné pojmy a uvahy

1.1. Homotépia a homotopickd ekvivalencia. V tejto Casti sa budeme
kratko zaoberat pojmom homotopie (homotopickej deformécie) spojitych zobrazeni

Ipocas pripravy tohto ¢lanku bol autor ¢lenom dvoch vyskumnych kolektivov, ¢iastoéne pod-
porovanych grantovou agentirou VEGA
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medzi topologickymi priestormi a povieme si 0 homotopickom roztriedeni priestorov
vzhladom na reldciu homotopickej ekvivalencie.

Nech I = (0,1) oznacuje uzavrety interval medzi 0 a 1 na realnej osi. Ako
je v topologii a pribuznych oblastiach zvykom, zobrazeniami medzi topologickymi
priestormi budeme rozumiet spojité zobrazenia.

Pripomenieme, Ze zobrazenie f : X — Y je homotopné so zobrazenim g : X —
Y, ¢o zapisujeme ako f ~ g, ak jestvuje taka (spojita) homotopia H : X x I —Y,
7e H(x,0) = f(x) a H(z,1) = g(z) pre vSetky = € X; presnejSie potom piSeme
H : f ~ g. Poznamename, Ze v topologickej literature (napr. [22, Ch. 1, Sec. 7])
sa zobrazenie ¢ : I — X nazyva cesta v X z bodu ¢(0) do bodu ¢(1). Pre pevne
zvoleny (Tubovolny) bod z¢ € X nie je H(zg,—) : I — Y ni€ iné ako cesta v Y z
bodu f(zo) do bodu g(xg).

Teda mame H : f ~ g prave vtedy, ked f sa da ,zdeformovat‘ na g cez spojity
1-parametricky systém {H;}:c; zobrazeni H, : X — Y, ¢o znamena, ze Hy = f,
H, = g, pricom spojitost systému {H;}c; znamena, Ze zobrazenie X X I — Y|
(z,t) — Hi(x), je spojité. O H; sa niekedy hovori ako o homotoépii (alebo stave
homotopie) H v ,case t € 1.

Pre f,g,h : X — Y méame f ~ f (homotopia H(x,t) = f(x)), dalej, ak
F:f~g tak F” : g~ f kde F~(z,t) = F(x,1 — t) a napokon, ak F': f ~g a
G:g~h,tak F«G: f~h, kde

F(CU,Qt)v ak 0
(F+ G)(z,t) = { G(z,2t - 1), ak g

Teda relacia homotopnosti (ina¢ povedané, relacia byt homotopny“) je relacia ek-
vivalencie. Trieda ekvivalencie zobrazenia f : X — Y (pripomenieme, Ze fiou je
mnozina {g;g ~ f}) sa zvycajne oznatuje [f] a nazyva sa homotopickd trieda
(alebo aj trieda homotdpie) zobrazenia f. MnoZinu vSetkych homotopickych tried
zobrazeni z X do Y oznagime [X,Y].

Napriklad, pre lubovolny priestor X a zobrazenie f: X — R™ (n nezaporné)
méme f ~ 0, kde 0 je kon§tantné zobrazenie do 0 = (0, ...,0), 0(z) = (0,...,0) pre
vietky z € X. Ako homotoépiu od f k 0 sta¢i zobrat H : X x I — R", H(z,t) =
t-0+4+ (1 —1t)f(x) (teda H(z,t) je bod tsecky s krajnymi bodmi 0 resp. f(x), ako
na obr. 1).

Ak existuju také zobrazenia f : X — Yag:Y — X,Ze gof ~idx a fog ~ idy,
tak f sa nazyva homotopickd ekvivalencia, a hovorime, Ze priestor X je homotopicky
ekvivalentny s priestorom Y (alebo tiez, Ze priestor X mé alebo urcuje ten isty
homotopicky typ ako priestor Y), ¢o zapisujeme ako X ~ Y. Samozrejme, ak su
dva topologické priestory homeomorfné, tak tym skor st homotopicky ekvivalentné.
Podobne ako relacia homeomorfnosti, aj relacia homotopickej ekvivalentnosti (inac¢
povedané, relacia ,byt homotopicky ekvivalentny*) sa dobre sprava vzhladom na
skladanie zobrazeni (nie je tazké uvedomit si, Ze zloZenia homotopnych zobrazeni
st homotopné) a l'ahko sa da dokazat, Ze je relaciou ekvivalencie.

Priestor je kontraktibilng (alebo stiahnutelny), ak je homotopicky ekvivalentny s
jednobodovym priestorom (ma homotopicky typ jednobodového priestoru). Naprik-
lad, R™ (a podobne aj kazdy konvexny podpriestor priestoru R™) je kontraktibilny
priestor. Totiz, R™ ~ {0}, lebo inkluzia i : {0} — R™, i(0) = 0, je homotopicka
ekvivalencia, kedZe pre kondtantné zobrazenie ¢ : R™ — {0} mame coi = id; a
ioc~idgn (ako homotdpiu od idge k i o ¢ stadi zobrat H(x) = (1 — t)z).

Obrazne moZeme povedaft, ze v mnoZinovoteoretickej (inymi slovami: vieobec-
nej) topoldgii sa pouZzivaju ,okuliare s topologickym filtrom“ (samozrejme, slovo
Jilter tu ma svoj vSedny — nematematicky — vyznam!) ktorymi sa nedaji rozlisit
navzajom homeomorfné priestory, takze pomocou takychto okuliarov napr. nevidno
rozdiel medzi §tvorcom a kruhom. V algebraickej topologii sa pouzivaju eSte slabsie
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H, (x)=t-0+(1-t) f(x)

H.(x)=0(x)

Priestor R"

OBRAZEK 1. Homotopia H(x,t) = (1 —t)f(x) medzi f a 0; obraz
nou urcenej cesty z f(x) do 0(z) = 0 je tsecka spajajica f(z) a 0.

,okuliare s homotopickym filtrom®, ktorymi sa nedaja rozlisit priestory navzajom
homotopicky ekvivalentné. Teda, ako sme si uvedomili v predchadzajicom priklade,
ak si nasadime ,homotopické okuliare, tak napriklad nezbaddme Ziadny rozdiel
medzi takym obrovskym objektom, akym je R? a takym malickym, akym je jeho jed-
nobodovy podpriestor! Hoci sa to moze zdat pri pohl'ade zvonka ¢udné alebo para-
doxné, préave ,zniZenim rozliSenia“ (priblizne v duchu zvolania: ,, Ustupte stromy,
aby som videl les!“) genialny objav topologickej resp. homotopickej ,,optiky* umoznil
zapojenie mohutného aparatu stucasnej algebry, geometrie a analyzy do rieSenia, a
napokon aj vyrieSenia, mnohych matematickych otézok. Takou bola napr. spravnost
alebo nesprévnost tvrdenia zndmeho ako velkd Fermatova veta, alebo aj niektoré
otazky symplektickej geometrie a viaceré iné problémy, o ktorych sa pri pouziti iba
wklasickej optiky” (s najvyS§im moZnym rozliSenim, ale obmedzujicej pouZitelné
prostriedky ¢asto iba na matematicky aparat znamy okolo konca 19. storo¢ia) dlho
zdalo, Ze st nad T'udské sily.

1.2. Homotopické grupy. V tejto Casti si struéne povieme o homotopick-
ych grupéch topologickych priestorov, resp. ich pérov. Presnejsie, zameriame sa
najmi na ,yyssie“ homotopické grupy, o ktorych sa v zékladnych prednaskach z
algebraickej topologie tazko da povedat nie¢o podstatné, ak sa vobec dospeje k ich
definicii. V&¢8inou sa hovori iba o vari najznamejsej homotopickej grupe, ktoru za-
viedol uz Poincaré koncom 19. storo¢ia, a tou je fundamentdlna grupa topologického
priestoru. V rozSirenom kontexte, zahfiiajicom aj vyssie homotopické grupy, sa na
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fundamentalnu grupu moZno pozerat ako na prvi homotopicki grupu (za ktorou
nasleduje druha — prave ta je dolezita pri charakterizacii symplekticky asférickych
variet — potom tretia atd.).

Pri topologickej charakterizicii symplekticky asférickych variet budeme tiez
potrebovat urcité fakty o homologiach a kohomolégidch. O tych v8ak Eitatel isto
mé aspon zékladné vedomosti, a ak sa v texte stretne s nie¢im, ¢o ich v urcitom
zmysle presiahne, tak dufame, Ze sa nevzdé, a v8etko potrebné si doplni z ucebnic
algebraickej topologie, akymi sa napr. [8], [1] alebo [22]. VSetky tieto knihy sa v
angli¢tine, Spanierova kniha existuje aj v ruskom preklade; zial, zatial niet Zziadnej
slovenskej ucebnice algebraickej topologie.

Pre kazdé n > 1 mame n-rozmernu jednotkova kocku

I"=Ix---xI={(x1,...,2p) eER"0<2; <1,i=1,...,n}.

Jej okraj OI™ je mnozina takych (z1,...,z,) € I"™, pre ktoré aspon jedno z; je 0
alebo 1. Napriklad I' = I a 9I' = {0,1}.

Kocka I, s indukovanou topoldgiou, je topologicky podpriestor priestoru R™
(so standardnou topologiou). Teda mozeme uvazovat o (spojitych, ako vzdy) zo-
brazeniach I™ — X pre Tubovolny topologicky priestor X.

Presnejsie, v (Tubovolnom) priestore X pevne zvolime dajaky bod zg, ktory
potom nazyvame referencny bod (hovori sa mu aj bdzovy, vgznacng a pod.) priestoru
X.

UvaZujme teraz o takych zobrazeniach f: I" — X ktoré okraj 0I™ zobrazuju
do referen¢ného bodu zg; teda mame f(9I"™) = {x¢}. Pre pri¢inu, ktora objasnime
neskor budeme o takychto zobrazeniach hovorit ako o n-sférickijch zobrazeniach z I™
do X zakotvengjch v x¢. Povieme, Ze n-sférické zobrazenie f : I"" — X zakotvené
v 1z je v relacii ~ s n-sférickym zobrazenim ¢ : I" — X zakotvenym v x( a
napiSeme f ~ g, ak f sa d& zdeformovat na g homotopiou, ktord v kazdom cCase
t € I je n-sférickym zobrazenim I" — X zakotvenym v xy. Teda f ~ g napiSeme,
ak jestvuje takd homotopia Hy : I" — X, ze Hy(0I"™) = {xo} pre kazdé t € I,
pricom Hy = f a Hy = g. Potom ~ je relacia ekvivalencie. Triedu ekvivalencie
(vzhladom na tuto relaciu) reprezentovant f oznafime [f] a mnozinu vSetkych
tried ekvivalencie vzhladom na reléciu ~ ozna¢ime [(I",9I™), (X, zo)]o-

Pevne zvolme homotopicka ekvivalenciu medzi faktorovym priestorom I™/9I™
a n-rozmernou sférou

S™ ={(x1,...,%ns1) € Rn+1;m%+7... +xi+1 =1}

Pritom oznacime sy bod z S™, zodpovedajuci (pri nasej homotopickej ekvivalencii)
okraju 9I™, ,zrutenému” (pri faktorizacii) do bodu. Podobne vo faktorovom priestore
X/{xo} oznafime znova z( (nedorozumenie tu isto nehrozi) bod, zodpovedajuci
(trividlnemu) ,zrateniu {z¢} do bodu.

Na mnozine zobrazeni S™ — X zobrazujucich sy na xy definujeme relaciu ~
takto: f ~ g, ak sa f d& zdeformovat na g homotdpiou, ktora v kazdom case t € T
zobrazuje sg na xg. Nie je tazké overit, ze ~ je relacia ekvivalencie; triedu ekvivalen-
cie reprezentovant f ozna¢ime [f] a mnozinu v8etkych tried ekvivalencie oznacime
[S™, X]o. Jestvuje bijekcia medzi mnozinami [(I™, dI™), (X, x0)]o a [S™, X]o. Vdaka
nej mozeme [(I™,0I™), (X, zo)]o stotoznit s [S™, X]o. V tomto zmysle mozeme prvky
7 [(I™, 0I™), (X, x0)]o reprezentovat takymi zobrazeniami z n-rozmernej sféry, ktoré
so zobrazuju na xg, teda takymi f : S™ — X, Ze f(sg) = xo. Prave preto sme
zobrazenia f : I" — X, ktoré OI™ zobrazuju do referenéného bodu xg nazvali
n-sférické.

Na mnozine [(I",0I"™), (X, 2o)]o definujeme teraz binarnu operaciu ,,-“. Najskor
pre Tubovolné dve n-sférické zobrazenia f, g : I — X zakotvené v bode xg
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definujeme zobrazenie f x g : I™ — X predpisom
ak 0 S T < 1

[z, 20, ..., 2p), < 3,
(f*g) (@1, w2, an) = { g((2331 - 1,x2,...),xn), ak % <z < 21

Pripomenieme, Ze cesta ¢ : I — X z bodu ¢(0) do bodu ¢(1) taka, ze ¢(0) =
¢(1) sa nazyva slucke (v bode ¢(0) = ¢(1)). Teda, Specialne, 1-sférické zobrazenie
zakotvené v bode zy nie je ni¢ iné ako slucka v xg, a ak f a g su 1-sférické
zobrazenia zakotvené v xq, tak f * g je tiez slucka v xg, ktord vznikne tak, Ze
najskor (volne povedané) ,prebehneme” (za¢inajic v xg) slucku f dvojnasobnou
rychlostou, a potom aj slu¢ku g, takisto dvojnasobnou rychlostou.

Pre v8eobecné n je tieZ jasné, ze f x g je dobre definované (a spojité) zobraze-
nie, pri¢om (f * g)(0I™) = {x0}, a teda f * g je n-sférické zobrazenie zakotvené
v bode xg. Vysledok binarnej operacie ,,- medzi 'ubovolnymi dvoma prvkami
[f], 9] € [(I™,0I™),(X,z0)]o (kde, samozrejme, f a g su n-sférické zobrazenia
I™ — X zakotvené v x() definujeme jednoducho predpisom

(1119 = [f * gl.

Nie je tazké si uvedomit, Ze tato definicia je dobré, teda Ze uvedeny predpis nezavisi
od vyberu reprezentantov (ak [f] = [f] a [g] = [], tak tiez [f*g] = [f*g]). MnoZina
[(I™,0I™), (X, x0)]o s operéciou ,,* (resp. mnoZina [S™, X]o so zodpovedajicou op-
eraciou) je grupa (dokaz a dalsie informécie moZzno najst napr. v [8] alebo [22]);
oznac¢ime ju 7, (X, zo) a nazyvame ju n-té homotopickd grupa priestoru X s ref-
erenénym bodom xo (alebo v bode xo“). Specialne, o grupe (X, xz0) sa zvycajne
moZno dozvediet dost vela aj v celkom zakladnych kurzoch algebraickej topologie
— pod menom fundamentdlnej grupy priestoru X s referencngm bodom xq (alebo v
bode x(“). Tato grupa suvisi tiez so slavnou Poincarého hypotézou (|8, str. 390]),
ktorej dokaz uZz pri zverejneni prvych sprav o fiom (ale vari eSte vac8mi v lete 2006,
v Case madridského Medzinarodného kongresu matematikov, po Perelmanovom
odmietnuti Fieldsovej medaily) zaujal dokonca aj Siroku svetovu verejnost.

Fundamentélna grupa m (X, zo) moze byt aj nekomutativna. Napriklad, fun-
damentalna grupa ,Cislice 8 — teda jednobodového spojenia dvoch kruzic — ako
podpriestoru v R? je volnd grupa na dvoch generdtoroch, z ktorych kazdy — volne
povedané — zodpoveda jednej z tych dvoch kruznic. Ale uZ pre vietky n > 2 su
homotopické grupy m, (X, zg) komutativne. Aby sme sa o tom presved¢ili, zoberme
Tubovolné dva prvky [f] a [g] v 7. (X, 20), kde n > 2. Potom [f] = [f1] resp.
[9] = [g1], kde f1 resp. g1 su n-sférické zobrazenia zakotvené v bode xg, schémat-
icky znazornené na obr. 2.

Iy

2

f fi g 91

OBRAZEK 2. Homotopickd deforméacia f na fi resp. g na gi; biele
su tie Casti, ktoré sa f1 resp. g1 zobrazuju na xg.

Naozaj, homotopiu F : S™ x I — X medzi f a f; = F(,1) mozeme definovat
takto:

=]
)

— ol

o o, ak
F((xlvaM .. ;xn)3t) - { f(xl, 2?52_;1573;37. » 77;71)7 ak

Nl D
IA IA
&

IA IA
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Celkom podobne moZno definovat vhodnt homotépiu medzi g a ¢g;.

Potom f; * g3 moZno homotopicky zdeformovat (samozrejme, cez n-stérické
zobrazenia zakotvené v bode xg) na g¢; * fi, ako je naznafené na obr. 3. TakZe
mame napokon

f1-lg) = [f*gl = [frx 1l = [92 % ] = [g % f] = [g] - [f].

=
f1* g1 g9+* f

OBRAZEK 3. V strednom Stvorci je naznacend homotédpia medzi
f1xg1 (vlavo) a g1 * f1 (vpravo).

V pripade fundamentaluej grupy (n = 1) podobna tvaha (ako pri n > 2) nie je
mozné, kedze pri nej nam, takpovediac, chyba jedna suradnica.

Ak X je topologicky priestor s referenénym bodom zg, Y priestor s ref-
erenénym bodom gy a zobrazenie o : X — Y re§pektuje referenéné body (teda
méame «(xg) = yo), tak pre kazdé n-sférické zobrazenie f : I — X zakotvené
vz bude zloZené zobrazenie a o f : I — Y samozrejme n-sférické, zakotvené
v yo. Lahko sa overi, Ze priradenie [f] — [« o f] nezavisi od vyberu reprezentanta
a definuje zobrazenie, ktoré oznacime ay : m, (X, z9) — 7o (Y, yo). Toto zobraze-
nie je homomorfizmus a hovorievame o fiom ako o homomorfizme homotopickijch
grip indukovanom zobrazenim «. Navy$e, homotopné zobrazenia (homotopia musi
prebiehat cez zobrazenia reSpektujuce referen¢ny bod!) indukuji ten isty homo-
morfizmus homotopickych grup. Nie je tazké presved¢it sa, Ze (idx) 4 = 1dr, (X,x0)
a tiez, ze ak X, Y a Z su priestory s referenénymi bodmi (so zachovanim poradia)
To, Yo & 2o a zobrazenia a : X — Y a 3 :Y — Z reSpektuja referencéné body, tak
mame (8o a)y = [y o ay. Takze v redi teérie kategorii je m, (pre n > 1) kovari-
antny funktor z kategorie topologickych priestorov s referenénym bodom, v ktorej
st morfizmami spojité zobrazenia reSpektujuce referenény bod, do kategorie grup
(resp. abelovskych grup, pre n > 2), v ktorej si morfizmami homomorfizmy grup.

Na dokreslenie celkového obrazu poznamename, 7e sa definuje aj mo(X, zg), ale
iba ako mnoZina komponentov linedrnej suvislosti priestoru X, v ktorej sa kom-
ponent obsahujuci xy povaZuje za referenény prvok. Zobrazenie o : X — Y také,
ze oxg) = yo potom indukuje iba zobrazenie mnoZin ay : mo(X, xo) — mo (Y, o),
ktoré komponentu obsahujucemu z priradi komponent obsahujici a(z) € Y, pre
kazdy bod x € X. Lahko sa overi, Ze 7y je kovariantny funktor z kategorie topolog-
ickych priestorov s referené¢nym bodom do kategérie mnozin s referenénym prvkom.

Zostanme teraz pri n > 1. Pojem ,obyc¢ajnej homotopickej ekvivalencie topo-
logickych priestorov moZno zrejmym sposobom upravit tak, Ze dostaneme pojem
homotopickej ekvivalencie priestorov s referencéngm bodom. Ak o : X — Y je homo-
topickd ekvivalencia medzi priestorom X s referené¢nym bodom x( a priestorom Y s
referenénym bodom yy, tak indukovany homomorfizmus ay : m, (X, zo) — (Y, v0)
je izomorfizmom grup. Je tiez pravda, ze ,obycajnd“ homotopicki ekvivalencia
8 : X — Y indukuje izomorfizmus Sy : m,(X,z) — 7,(Y, f(z)) pre kazdy bod
rzeX.
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Pomocou homotopickych grip moZno potom o niektorych priestoroch ukézat,
7e nie st homotopicky ekvivalentné. Napriklad, je zrejmé, Ze kontraktibilny priestor
musi mat v8etky homotopické grupy trividlne, a teda napr. kruznica, ktorej funda-
mentalna grupa je izomorfna so Z, nemdze byt homotopicky ekvivalentné s jedno-
bodovym priestorom, teda nemodze byt kontraktibilna.

balej definiciu homotopickej grupy pozmenime tak, aby sme popri ,absolut-
nych* grupach ., (X, z¢) dostali tieZ ,relativne“ homotopické grupy 7, (X, 4, ag),
kde X je topologicky priestor, A je podpriestor v fiom a ag € A je pevne zvoleny
referen¢ény bod. O (X, A) sa v tychto stuvislostiach zvy¢ajne hovori ako o pdre
priestorov alebo topologickom pdre, s referenénym bodom ag. Presnejsie, homo-
topicka grupa paru (X, A) s referenénym bodom ag sa definuje uz nie pre n > 1,
ale pre n > 2; pre n = 1 dostaneme iba mnozinu 71 (X, A, ag).

Definujeme n-sférické zobrazenie pdaru (X, A) zakotvené v bode ag ako také
f:I"— X, ze f(OI") C A a f(OI"\ It x {1}) = {ao}. Relaciu ekvivalen-
cie ~ na mnozine takychto zobrazeni definujeme takto: f ~ g, ak existuje taka
homotdpia H; od f ku g, ktord je v kazdom case t € I n-sférickym zobrazenim
paru (X, A) zakotvenym v ag. Prislusnd mnozinu tried ekvivalencie potom oz-
na¢ime 7, (X, A, ap). Pre n > 2 binarnu operaciu ,, na m,(X, A4, ag) definujeme
obdobne ako v pripade 7, (X, zp). Dostaneme tak grupu m,(X, A4,a) — to je
n-ta (relativna) homotopickd grupa paru (X, A) s referenénym bodom ag. Ak
A # 0, tak grupa m,(X, A, ap) je komutativna pre n > 3 (a vtedy sa zvy€ajne za-
pisuje aditivne). Grupa w3 (X, 4, ap) je vo vieobecnosti nekomutativna. Speciélne,
(X, {ao}, ap) = mn (X, ag), (X, X, ap) = 0.

Pre dva pary priestorov s referenénym bodom, povedzme (X, A) s referenénym
bodom ag a (Y, B) s referenénym bodom by, spojité zobrazenie « : X — Y, pre
ktoré a(A) C B a a(ag) = by indukuje homomorfizmus

ay (X, A, ap) — (Y, B, by),

podobne ako v ,absolitnom®“ pripade. Podobne tiez identické zobrazenie indukuje
identicky homomorfizmus a zlozenie spojitych zobrazeni, spliiajicich o¢ividné pod-
mienky, indukuje zlozenie prislugnych homomorfizmov homotopickych grip parov,
so zachovanim poradia. Homotopné (pripustnym sposobom) pripustné zobrazenia
indukuji ten isty homomorfizmus homotopickych grap. Pojem homotopickej ek-
vivalentnosti priestorov s referenénym bodom sa da zrejmym sposobom pozmenit
tak, ze dostaneme pojem homotopickej ekvivalentnosti parov priestorov s refer-
ennym bodom. Ak «: X — Y je homotopicka ekvivalencia medzi parom (X, A) s
referenénym bodom ag a parom (Y, B) s referenénym bodom by, tak indukovany
homomorfizmus homotopickych grip ax : m,(X, A, ag) — 7, (Y, B, by) je izomorfiz-
mus. Pritom tiez ,oby¢ajn&d“ homotopicka ekvivalencia parov 5 : (X, A) — (Y, B)
indukuje izomorfizmus By : 7, (X, A, a) — 7, (Y, B, 5(a)) pre kazdé a € A. Podobne
ako v absolutnom pripade moZeme v kategorialnej reci povedat, Ze m,, (pre n > 2)
je kovariantny funktor z kategorie parov topologickych priestorov s referenénym
bodom do kategorie grup (resp. kategorie abelovskych grup, ak n > 3); mozno
eSte doplnit, Ze m; je kovariantny funktor z kategorie topologickych priestorov s
referenénym bodom do kategérie mnozin s referenénym prvkom.

Z dalgich vlastnosti homotopickych grip eSte spomenieme aspon jednu, a to
jestvovanie exaktnej postupnosti pre par priestorov s referenénym bodom. Nech
(X, A) je par priestorov s referenénym bodom ag. Potom identické zobrazenie j :
X — X samozrejme spliia poziadavku, Ze j(ag) € A a j(ag) = ap, a teda je to
zobrazenie z paru (X, {ao}) do paru (X, A) s referenénym bodom ag. Preto méame
pre n > 2 homomorfizmy

Ju (X, {ao}, ao) = T (X, a0) — (X, A4, ap).
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Tiez inkluzia i : A — X samozrejme reSpektuje referencény bod, a teda indukuje
pre n > 1 homomorfizmus

iy (A, a0) — T (X, ag).

Okrem toho sa este ur¢itym prirodzenym spdsobom definuje zobrazenie (pre n > 2
je to homomorfizmus grap)

On (X, A, ag) = mn-1(4, ag).
Pre kazdy par (X, A) s referenénym bodom ag méme potom exaktni postupnost

. 4 4
(A, ap) — - (X ag) — 2 (X, A ag) —> -+

pricom jej koniec je:
5 .
- —— (X, A, a9) —— mo(A, ag) —> (X, o).

Takpovediac hlavna ¢ast exaktnej postupnosti paru (X, A), konciaca sa 71 (X, ag),
pozostava z homotopickych griap (v nej mé exaktnost Standardni interpretéciu:
pre kazdu grupu v tejto postupnosti sa jadro z nej vychadzajiceho homomorfizmu
rovnd obrazu homomorfizmu do nej prichddzajiceho). Spominany koniec vSak po-
zostava iba z mnoZin s referen¢nym prvkom. Jadro zobrazenia medzi mnoZzinami
s referenénym prvkom sa pritom chape ako vzor referen¢ného prvku. Exaktnost
koncovej ¢asti exaktnej postupnosti paru (X, A) potom znamen, Ze jadro mnozi-
nového zobrazenia 0; sa rovnd obrazu zobrazenia ju : m1(X,a0) — m (X, A, ap)
a jadro zobrazenia iy : mo(A4,ap) — m(X,ap) sa rovna obrazu zobrazenia 0; :
m (X, A, ag) — mo(A, ap).

Homotopickd grupa paru (X, A) je vzdy asociovand s nejakym referen¢nym
bodom ay € A. AvSak, ak priestor X je linedrne suvisly a tiez podpriestor A C X je
linearne suvisly, tak pre vSetky ag, a; € A mame (vSeobecne nekanonicky) izomor-
fizmus 7, (X, A,a0) = m,(X, A, a1). Pre niektoré otazky je nekanonickost tohto
izomorfizmu dolezita, ale kedZe tu tak ¢i onak nezachadzame do vsetkych podrob-
nosti, v dalsom budeme vynechéavat referenény bod z oznaenia homotopickej
grupy linedrne savislého priestoru (resp. paru linearne stvislych priestorov), ked to
budeme povazovat za vhodné.

Priklad: pre n-rozmerna sféru S™ (n > 1) méame n-ta homotopicki grupu
T (S™) 2 Z (z ¢oho vidno nekontraktibilnost S™). Este dodame, ze pre i <n —1 je
i-ta homotopické grupa m;(S™) trivialna, ale — na rozdiel od homologickych griap —
vo vSeobecnosti nie je pravda, ze w;(S™) = 0 pre ¢ > n+ 1. Napr. ([22, Ch. 7, Sec.
2]) m5(52) # 0.

Z toho, 7e prvky grupy m,(X) (n > 1) sa daja reprezentovat zobrazeniami
S™ — X a toho, Ze n-ta homologicka grupa (s celo¢iselnymi koeficientmi) sféry S™
je Hn(S™;Z) = Z vyplyva jestvovanie dolezitého spojiva medzi homotopickymi a
homologickymi grupami, znaAmeho ako Hurewiczov homomorfizmus. Pripomenieme
jeho definiciu. V grupe H,,(S™;Z) vyberieme generator (zodpovedajici alebo —1,
alebo +1 v grupe Z), ktory oznaéme [S™]. Tym vlastne sféru S™ orientujeme. Pre
Tubovolny prvok [f] € m,(X), kde f : S™ — X je (spojité) zobrazenie, mame
indukovany homomorfizmus f, : H,(S™;Z) — H,(X;Z), a definujeme h,([f]) =
f«([S™]). Priradenie

[f1 = ha(lf])

nezavisi od vyberu reprezentanta v triede [f] a definuje homomorfizmus

hy (X)) = Hy (X5 Z),
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ktory sa nazyva Hurewiczov homomorfizmus. MoZno definovat tiez relativnu verziu
Hurewiczovho homomorfizmu

hn : Wn(X,A,CL()) - Hn(Xasz)

Nasledujiica veta hovori o tych vlastnostiach Hurewiczovho homomorfizmu, ktoré
st pre nés najdolezitejSie (obsaznej$iu verziu mozno najst napr. v [22, Ch. 7,
Sec. 5]). Pred jej sformulovanim este pripomenieme, ze ak G je grupa, tak [G, G]
oznacuje komutéatorovi podgrupu grupy G, teda podgrupu v G, generovani prvkami
tvaru aba~1b~!, pre vietky a, b € G; dtufame, Ze vyznam oznalenia [G, G| je vidy
jasny z kontextu, a grupu [G, G] si ¢itatel nepomyli s podobne oznaenou mnozinou
homotopickych tried zobrazeni z G do G.

HUREWICZOVA VETA O IZOMORFIZME. Nech X je taky linedrne suvisly topo-
logicky priestor, Ze m(X) = 0 pre vsetky k < n. Potom
(a) Hip(X) =0 pre vietky také k, Ze 1 <k <n—1;
(b) ak n > 2, tak Hurewiczov homomorfizmus

by (X)) — Hp(X;Z)

je izomorfizmus;

(c) akn =1, tak hy : m(X) — H1(X;Z) je epimorfizmus (surjektivny ho-
momorfizmus), ktorého jadro mozno stotoznit s komutdtorovou podgrupou
[71(X), m1(X)]. Teda mdme izomorfizmus prvej homologickej grupy priestoru
X (s celociselngmi koeficientmi) a ,prekomutovanej fundamentdlnej grupy
priestoru X,

Hy(X;2) = mi (X) /[ (X), m(X))].

Navyse, ak n > 2 a podpriestor A priestoru X je linedrne suvisly,
pricom w;(X, A a9) =0 pre i <n —1, tak

hy o (X, A ap) — Hy (X, A7)

je epimorfizmus.
2. Symplekticky asférické variety

2.1. Topologicka definicia symplekticky asférickej variety. Zaujimavi
triedu topologickych priestorov predstavuju asférické priestory. Su to také linedrne
suvislé priestory, ze m,(X) = 0 pre vietky n > 2. Nie je tazké si domysliet, odkial
pochadza nazov ,asféricky“. Totiz, zvytajne sa sférou rozumie S2, S atd., kym
jednorozmernd sféra mé osobitné pomenovanie — kruznica. To, Ze m,(X) = 0 pre
vietky n > 2 znamend, 7e 7iadna zo sfér S2, S® atd’. sa nezobrazuje homotopicky
netrivialne do priestoru X (samozrejme, ako vzdy, mame na mysli iba zobrazovanie
spojitymi zobrazeniami!), a teda — volne povedané — v X ,nie su Ziadne sféry, je
asféricky. Torus T? = S' x S! (zndzorneny na obr. 4) je prikladom asférického
priestoru.

Pri symplekticky asférickej variete (M,w) prirodzene hra dolezitu tlohu sym-
plekticka forma w. Volne povedané, takato varieta ,neobsahuje sféry“— tentoraz vsak
iba dvojrozmerné sféry — ktoré by sa spravali netriviadlne vo vztahu k forme w.

Pripomenieme, Ze ak (M?",w) je symplektickd varieta dimenzie 2n (napr. [4]),
tak w € Q%(M) je uzavretd (dw = 0) de Rhamova 2-forma na M, ktord je nede-
generovand (in&¢ povedané reguldrna) ako bilinearna forma v tom zmysle, Ze iou
urcend bilinedrna forma na dotykovom priestore v kazdom bode x € M, teda forma
Wy T(M), x T(M), — R, je nedegenerovana (alebo regularna). Teda, ak méme
wy(u,v) = 0 pre vietky v € T(M),, tak nevyhnutne u je nulovy dotykovy vek-
tor (inymi slovami, jediny vektor w,-kolmy na vetky vektory z T (M), je nulovy
vektor). Ekvivalentne moZzeme podmienku nedegenerovanosti sformulovat takto:
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OBRAZEK 4. Dvojrozmerny torus — priklad (aj symplekticky) as-
férickej plochy.

W' = wA---Aw € Q2"(M) je objemova forma na M. Samozrejme, forma w
———

n krat
reprezentuje v de Rhamovych kohomolégiach variety M nenulovit kohomologicku

triedu [w] € H?(M;R), pricom [w"] = [w]™ # 0 € H*"(M;R).

Informéciu o vztahu kohomologii s celo¢iselnymi koeficientmi a kohomologii
s redlnymi koeficientmi Tahko dostaneme z jednej z ustrednych viet algebraickej
topologie — vety o univerzalnych koeficientoch (napr. [22, Ch. 5, Sec. 5]). Kedze R
je pole, tato veta déva izomorfizmus

H?*(M;R) = Hom(Hy(M;Z),R),

kde Hom(A, B) oznac¢uje grupu homomorfizmov z grupy A do grupy B. Teda [w]
mozeme a budeme chapat ako homomorfizmus Hy(M;Z) — R (pritom vlastne sto-
toznime H?(M;R) = Hom(Hy(M;Z),R)). Zarovei méme Hurewiczov homomorfiz-
mus hg : mo(M) — Ho(M;Z). Mozeme teda prijat nasledujacu definiciu: hovorime,
7e symplektickd varieta (M?",w) je symplekticky asférickd, ak sa [w] anuluje (ako
homomorfizmus Hy(M;Z) — R) na podgrupe ha(m2(M)) grupy Ho(M;Z); sym-
bolicky vtedy napiSeme [w]|x,(ar) = 0.

2.2. Geometricka charakterizacia symplekticky asférickej variety. Po-
zrime sa, ¢o tato podmienka symplektickej asférickosti znamena geometricky. Pre-
dovsetkym, izomorfizmus z vety o univerzalnych koeficientoch, spomenuty v 2.1,
je prirodzeny (ina¢ povedané, funktorialny), a teda pre kazdé (spojité) zobrazenie
f 5% — M mame komutativny diagram

H2(M;R) — L Hom(H,(M;Z), R)

f*l l(f*)#
~(=

H2(S%R) — 3 Hom(Ha (2 7), R),

kde f* je homomorfizmus indukovany zobrazenim f v kohomologiach, f. je homo-
morfizmus indukovany zobrazenim f v homolégidch a zobrazenie (f.)# je definované
tak, ze (f.)%(a) = a o f..

Ako vieme, zobrazenie f : S? — M definuje prvok [f] homotopickej grupy
mo(M). Symplekticka asférickost variety M teda znamené, Ze

W] (h2([f])) = [W](f([S*])) = () ([W])([S°]) = 0.
Ale z komutativnosti nasho diagramu vyplyva, Ze mame
[WI(£:([S%])) = f*([W)([S?)).
Teda
0= f(W)([S?) = [F IS = | F (),

S2
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a mozeme povedat, Ze symplekticka varieta (M?",w) je symplekticky asféricka prave
vtedy, ked pre kazdé zobrazenie f : S? — M je pravda, Ze

F*w) =o.
SQ

Samozrejme, prikladom symplekticky asférickej variety je hociktora taka symplek-

ticka varieta M, pre ktort mo(M) = 0. Konkrétny priklad symplekticky asférickej

variety: dvojrozmerny torus (obr. 2), alebo aj 2n-rozmerny torus 72" = S* x .- x S*.
—_———

Avsak existuju aj symplekticky asférické variety s netrivialnou druhou homoiglﬁiziou
grupou. Napriklad, 4-rozmerné uzavreté (to znamena kompaktné a bez okraja) va-
riety tohto typu skonstruoval R. Gompf v [7].

Jestvuje (velmi) vela symplektickych variet, ktoré nie st symplekticky as-
férické. Naozaj (poz. [11, 1.3]), fundamentélna grupa symplekticky asférickej variety
je vzdy nekonecnd, ale pritom, ako ukazal Gompf v [6], kazd4 konecne (re)prezento-
vatelna grupa (teda kazda grupa definovana kone¢ne vela generatormi a kone¢ne
vela relaciami medzi tymito generatormi) sa da realizovat ako fundamentéalna grupa
uzavretej symplektickej variety. Kto by sa chcel dozvediet niefo o klasifikacii grap
realizovatelnych ako fundamentalne grupy symplekticky asférickych variet, urobi
dobre, ked si prestuduje prace [11] a [12].

3. Symplekticky asférické variety a Arnol'dova hypotéza

Pre symplekticky asférické variety sa podarilo dokazat zaujimavy vysledok,
povodne sformulovany V. I. Arnol'dom ako hypotéza, o po¢te pevnych bodov hamil-
tonovskych symplektomorfizmov na suvislej uzavretej symplektickej variete. Na§im
cielom je stru¢ne predstavit tato problematiku. Predpokladame, Ze ¢itatel, ktory
sa bude zaujimat o dalgie podrobnosti — ¢ uz o historické suvislosti, rozne casti
matematickych teorii, ktoré tu mozeme naozaj iba nacrtnut, alebo o dalsi vyvoj
— si prestuduje povodné Elanky (z ktorych viaceré citujeme v texte) a tiez knizné
zdroje, z ktorych odporacame najmé [14, Part IV] a [2, Ch. 8 ].

Najskor sa pristavime pri pojme hamiltonovského symplektomorfizmu.

3.1. Hamiltonovské symplektomorfizmy. Nech (M?" w) je symplekticka
varieta. Jednym z bezprostrednych dosledkov nedegenerovanosti (regularnosti) formy
w je aj existencia izomorfizmu medzi 1-formami na M a dotykovymi vektorovymi
polami na M, teda rezmi dotykovej fibracie variety T(M) variety M. Pri tomto
izomorfizme vektorovému polu X : M — T (M) (pripomehme, %e pre kazdy bod
p € M je X(p) dotykovy vektor k variete M v bode p) zodpoveda 1-forma

ixw(—-)=wX,—): T(M)—-R.

Odteraz budeme o kazdej symplektickej variete (M?",w) predpokladat, Ze je stvisla
a uzavreta. Pripomenieme, Ze difeomorfizmus medzi dvoma hladkymi varietami M
a N je ,hladkd obdoba homeomorfizmu®, teda také hladké bijektivne zobrazenie
f: M — N, ktorého inverzné zobrazenie f~1' : N — M je takisto hladke.

Symplektomorfizmus (alebo symplekticky difeomorfizmus) ® symplektickej va-
riety (M?",w) na seba sa definuje ako taky hladky (ako vzdy v tomto texte,
hladky znamend diferencovatelny triedy C'*°) difeomorfizmus ® : M — M, ktory
zachovava formu w, teda pre ktory indukovana forma ®*(w) sa rovné forme w.
Symplektomorfizmus ® : M — M sa nazyva hamiltonovsky, ak existuje taki
hamiltonovskd izotdpia (spomeime si na homotopiu, o ktorej sme hovorili v ¢asti
1.1) {¥; : M — M}yer, 7¢ U9 = idpy a ¥ = ®. Pritom to, 7e systém zobrazeni
{W; : M — M};cr je hamiltonovska izotépia znamena, Ze spliia nasledujtce $tyri
podmienky:
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(1) systém {¥; : M — M }iecr je hladky v tom zmysle, 7e zobrazenie ¥ :
M xR — M, U(x,t) = U(z), je hladké (hovorime tiez, ze ¥ je hladka
izotopia od ¥y ku Wy);

(2) pre kazdé t € R je ¥, symplektomorfizmus variety M na seba;

(3) existuje taky jednozna¢ne urceny systém vektorovych poli X; : M —
T(M), ze

d

—V, =X;0V
dtt t O ¥y

pre vietky ¢t € R (kedZze kazdé zo zobrazeni U, je symplektomorfizmus,
vektorové polia X; s symplektické, ¢o znamend, ze mame dix,w = 0 —
teda 1-formy ix,w st uzavreté pre vietky ¢t € R);

(4) v8etky 1-formy ix,w st nielen uzavreté, ale aj exaktné. V dosledku toho
existuje hladky systém hamiltonovskych funkcii {H; : M — R},cr (jeho
hladkost znamend, ze zobrazenie H : M x R — R, H(z,t) = H(x), je
hladkeé) takych, Ze pre kazdé ¢ € R mame

ith = dHt

Teda X; je hamiltonovské vektorové pole, zdruzené (asociované) s H; pre
kazdé t € R; systém {H;}ier je casovo zdvisld (alebo parametrizovand)
hamiltonovské funkcia na M.
Poznamename, Ze nie vietky symplektické difeomorfizmy symplektickej variety M
na seba st hamiltonovské. Napriklad (poz. [15]), dvojrozmerny torus T2 = St x
S mozeme ako hladki varietu stotoznit tiez s faktorovou varietou R?/Z2. Potom
priradenie (z,y) — (z + %,y) definuje ototenie, ktoré je symplektickym, ale nie je
hamiltonovskym symplektomorfizmom na tore.

3.2. Arnol'dova hypotéza. V 60-tych rokoch 20. storoc¢ia rusky matematik
V. I. Arnol'd sformuloval hypotézu, ktora podnietila rozsiahly d'alsi vyskum v sym-
plektickej geometrii a topologii, trvajtci vlastne az doteraz. Arnoldova hypotéza
povodne hovorila iba o ur¢itych difeomorfizmoch dvojrozmerného toru 72 na seba,
ale neskor sa ustalila v nasledujtcej podobe.

ARNOLDOVA HYPOTEZA. Nech (M,w) je (suvisld a uzavretd) symplektickd va-
rieta. Nech Crit(M) oznacuje minimdlny pocet kritickjch bodov kaZdej hladkej redl-
nej funkcie M — R (ak f : M — R je hociktord hladkd redlna funkcia na M,
tak pocet takyjch bodov v € M, Ze diferencidl df, : T(M), — T(R)s) = R je
nulové zobrazenie je aspoti Crit(M)). Nech ® : M — M je hociktory hamiltonovsky
symplektomorfizmus variety M na seba, a nech Fix(®) oznacuje pocet jeho pevnijch
bodov (teda takych x € M, Ze ®(x) = x). Potom

Fix(®) > Crit(M).

Poznamename, %e hamiltonovskost symplektomorfizmu je v tejto hypotéze pod-
statnd, lebo napr. nehamiltonovsky symplektomorfizmus oto¢enia na dvojrozmer-
nom tore, ktory sme spominali na konci ¢asti 3.1, samozrejme nem4 ani jeden pevny
bod.

Postupom ¢asu sa podarilo dokazatf rozne $pecidlne pripady Arnoldovej hy-
potézy a niekolko jej upravenych verzii. Najskor okolo roku 1979 Y. Eliashberg
dokazal geometrickymi prostriedkami Arnoldovu hypotézu pre riemannovské plochy.
Potom ju okolo roku 1983 overili C. Conley a E. Zehnder pre torus Iubovolnej
péarnej dimenzie. Dalej napriklad H. Hofer v roku 1988 v praci [9] dokazal, Ze ak
T2 (M) = 0, tak

Fix(®) > 1 4 cup(M),
kde cup(M) je kohomologicka dizka variety M (to je najvicsie také c, ze jestvuju
v kladnych dimenzidch také kohomologické triedy aq,...,a., Ze ich kohomologicky
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sicin ay U- - -Ua, je nenulovy; ur¢ité formuly pre odhad a metédu hladania hodnoty
cup(M) mozno najst v [13]). Je zname, Ze (pre l'ubovolna uzavreti varietu) mame

Crit(M) > 1+ cup(M),

a teda Hofer vlastne dokazal slabgiu verziu Arnoldovej hypotézy (predpokladajtc
trividlnost druhej homotopickej grupy). Podobny vysledok odvodil v roku 1989 A.
Floer v [5]. K. Ono v roku 1995 v praci [17] dokdzal Arnoldovu hypotézu pre slabo
monoténne symplektické variety (také, ktoré spliiali ur¢ittd podmienku suvisiacu s
druhou homotopickou grupou) atd.

Ale nepochybne zaujimavu triedu variet, pre ktoré sa podarilo dokiazat Arnol-
dovu hypotézu takpovediac v plnej sile, predstavuju prave symplekticky asférické
variety. Tento dokaz, ktory koncom 90-tych rokov 20. storocia zavi§il Yu. Rudyak
([19]), v urcitych fazach spolupracujici s J. Opreom ([20]), nadviazal na tsilie a
vysledky viacerych matematikov. Analyticka ¢ast Rudyakovho dokazu, ktory neskor
stru¢ne nacrtneme, vyuziva najmé Floerove a Hoferove vysledky. Zaroven tento
dokaz podstatnym spdsobom buduje na prostriedkoch a metoédach algebraickej
topoldgie, najmé tedrie homotopii, osobitne tedrie Eusternikovej—Snirel’manovej (Lyus-
ternikovej-Shnirelmanovej) kategorie topologického priestoru resp. zobrazenia.

3.3. Niektoré d’alsie myslienky a fakty z algebraickej topolégie. V
tejto Casti pripomenieme niektoré d'alsie definicie a vlastnosti topologickej povahy,
ktoré sa nam neskor zidu.

Povieme (napr. [2]), ze Lusternikova-Snirel manova kategoria (strucne: kategoria)
topologického priestoru X # () je n, ¢o zapiSeme

cat(X) = n,

ak sa X da pokryt n + 1 otvorenymi podmnoZinami, z ktorych kazda je kontrak-
tibilna v X, ale X sa neda pokryt n otvorenymi podmnozinami, z ktorych kazda je
kontraktibilnd v X. Pritom podmnozina V v X je kontraktibilna v X, ak jestvuje
taky bod xzg € X, Ze inkluzia i : V — X, i(x) = z, je homotopna s konstant-
nym zobrazenim ¢ : V. — X, ¢(z) = z(. Napriklad, kontraktibilny priestor ma
Lusternikovu-Snirelmanovu kategoriu 0. Dalsi priklad: pre n-sféru S™ (n > 0) méme
cat(S™) = 1. Naozaj, to vyplyva z nekontraktibilnosti S™ (1.2) a toho, Ze ako dve
pokryvajice otvorené podmnoziny kontraktibilné (v sebe, a tym skor) v S™ staci
zobrat S™ bez ,severného polu®, resp. S™ bez ,,juzného polu®, teda S™\{(0,...,0,1)}
a S™\{(0,...,0,—1)}. Kazdy 7z tychto podpriestorov je homeomorfny — prostred-
nictvom stereografickej projekcie zo severného resp. juzného poélu — s priestorom
R™.

Vieobecnejsie sa definuje Lusternikova-Snirel manova kategoria (stru¢ne: kategoria)
zobrazenia (|2]): kategoria zobrazenia f : X — Y (kde X # () je najmensie také
k,7e X = Uy U--- U Ugs1, kde mnoziny U; C X st otvorené v X a navySe
zizenie f|y, je homotopné s konStantnym zobrazenim pre kazdé¢ i = 1,...,k + 1.
Kategoriu zobrazenia f budeme oznacovat cat(f). Samozrejme, Specidlne mame
cat(idx) = cat(X). Pre zobrazenie f : X — Y medzi varietami (ale aj pre zo-
brazenia medzi vSeobecnej$imi priestormi) mame

cat(f) < cat(X) < dim(X),
cat(f) < cat(Y).

Budeme tiez potrebovat pomerne novy pojem, ktory sa pouZiva iba priblizne
od 90-tych rokov minulého storocia, a to kategoridlnu vahu danej kohomologickej
triedy. Presnejsie, v roku 1992 E. Fadell a S. Husseini vo svojom ¢lanku [3] defi-
novali kategoridlnu vahu (v usili o zlepSenie odhadu Eusternikovej—Snirel’manovej
kategorie s vyuZzitim kohomologického okruhu), av8ak tak, Ze nie je homotopickym
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invariantom (¢o velmi obmedzuje prostriedky pouZitelné na jej vypocet). Homo-
topicky invariantnu verziu kategoridlnej vahy (jej definiciu uvedieme o chvilu) za-
viedol Yu. Rudyak vo svojej prednaske v American Mathematical Society Summer
Research Institute, Seattle, v roku 1996. Na odliSenie od Faddelovej-Husseiniho
kategorialnej vahy ju nazval striktna kategoridlna vaha (po anglicky, strict category
weight); poz. [18].

Striktni kategoridlnu vihu kohomologickej triedy w € H*(X; R) (kde R je okruh,
X je hausdorffovsky parakompaktny priestor) oznacime swgt(u) a definujeme ju ako

sup{k; f*(u) = 0 pre vSetky také f: A — X 7zecat(f) <k — 1},

kde A prebieha cez vSetky hausdorffovské parakompaktné priestory. Pritom, ak
u =0, tak swgt(u) = oco.

Striktna kategoridlna vaha je homotopicky invariantna, teda mame swgt(u) =
swgt(h*(u)) pre kazda homotopicku ekvivalenciu h. Pre nase potreby najdolezitejsie
dalsie vlastnosti striktnej kategoridlnej vahy su (poz. [18], [19]):

(v1) cat(X) > swgt(u) pre vSetky nenulové v € H*(X;R);

(v2) nech f:Y — X je také, 7e f*(u) # 0 pre nejaké u € H*(X; R). Potom

cat(f) > swet(u) a swgt(f*(u)) > swgt(u).

(v3) swgt(x Uy) > swet(z) + swgt(y), kde

U: H(X,A;R) x H (X,B;R) — H (X, AUB; R)

je kohomologicky stucin (pricom sa Ziada, aby dvojica {A, B} vyhovovala
axiome vyrezania (excizie) v X; poz. napriklad [22]).
Dalsie dve vlastnosti kategorialnej vahy pridame trocha neskor.

Dalej pripomenieme z tedrie homotopif (napr. [22, Ch. 8, Sec. 1]), ze pren = 1 a
Tubovolnu grupu G, resp. pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1 aTubovolni komutativnu
grupu G existuje (jediny, odhliadnuc od homotopickej ekvivalencie) linearne suvisly
priestor K (G, n) taky, 7e homotopické grupy m;(K(G,n)) st trividlne pre vSetky
it # n, a 7, (K(G,n)) & G. Priestor K(G,n) sa nazyva FEilenbergov-MacLaneov
priestor. Napriklad, odhliadnuc od homotopickej ekvivalencie, méZzeme povedat, Ze
K(7,1) je kruznica S*, K(Zs,1) je redlny nekoneénorozmerny projektivny priestor
RP*, K(Z,2) je komplexny nekonetnorozmerny projektivny priestor CP°.

Nech teraz M je savisla uzavretd varieta, nie nevyhnutne symplekticka (v sku-
tocnosti sa predpoklady o M daju eSte viac oslabit, ale to nie je pre nas dolezité).
Nech M je univerzalny nakryvajici priestor variety M, a nech p : M — M je
univerzalne nakrytie. Teda m (M) = 0 a grupa nakryvajucich transformécii to-
hto nakrytia je izomorfné s fundamentalnou grupou 71 (M). Potom K (71 (M), 1) je
vlastne klasifikujuci priestor grupy m; (M), existuje univerzalna fibracia nad nim, a
z nej sa fibracia p : M — M indukuje klasifikujiucim zobrazenim (ktoré je, odhli-
adnuc od homotopie, uréené jednoznac¢ne) f : M — K(m(M),1). Zobrazenie f
je charakterizované tym, Ze indukovany homomorfizmus fundamentalnych grup,
fu :m (M) — m(K(m1 (M), 1)), je izomorfizmus, a dé sa o fiom tiez dokazat, ze
indukuje izomorfizmy

Hy(M;Z) = Hy (K (m (M), 1); Z),
Hy(M;Z)/Im(hg) = Hy(K(m1 (M), 1); Z),
kde Im(hs) je obraz Hurewiczovho homomorfizmu.

Naozaj, prvy z tychto dvoch izomorfizmov je zrejmy, kedze — ako vieme z Casti
(c) Hurewiczovej vety (poz. 1.2) — prva homologicka grupa Hi(M;Z) je vlastne
sbrekomutovand“ fundamentalna grupa 7 (M).

Pri dokaze druhého zo spomenutych izomorfizmov moézeme a budeme (kedze

odhliadame od homotopickej ekvivalencie) zobrazenie f : M — K (w1 (M), 1) brat
ako inklaziu (napr. [22, Chap. 1]). Namiesto K (71 (M), 1) budeme d'alej pisat iba K.
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Teda potom moZeme uvazovat o topologickom pare (K, M) (s inkluziou f: M —
K). Z exaktnej homotopickej postupnosti paru (K, M), v ktorej 71 (M) — m (K)
je izomorfizmus, dostavame, Ze 71 (K, M) je jednoprvkova mnozina — symbolicky
(hoci to nie je grupa) napiseme 71 (K, M) = 0.

Sucastou exaktnej homotopickej postupnosti paru (K, M) je tiez exaktni pos-
tupnost

o (K) — o (K, M) —2— w1 (M) ——> (K .

Z nej (mo(K) = 0) dostavame, ze homomorfizmus mo(K, M) — 71 (M) musi byt
trivialny, pricom méa byt tiez injektivny (jadro je mo(K) = 0). Ale to je mozné iba
tak, ze mo (K, M) = 0.

Z funktorialnosti Hurewiczovho homomorfizmu vyplyva, ze mame nasledujici
,homotopicko-homologicky“ komutativny diagram s exaktnymi riadkami (ktoré st
Castami exaktnej homotopickej resp. homologickej postupnosti):

0 7T3(K,M) =~ WQ(M) 0

l I ]
Hy(K; 2) — Hy(K, M;Z) 2> Hy(M; 2) L Hy(K:2) — 0.
Z toho, 7e m(K,M) = 0, my(K,M) = 0 a z Hurewiczovej vety vyplyva,
7e hs : w3(K,M) — H3(K,M;Z) je surjekcia, pricom tiez H;(K,M;Z) = 0 a
Hy (K, M;Z) = 0. Potom z uvedeného komutativneho diagramu dostaneme, ze
Im(0.) = Im(0x o h3) = Im(hg 0 0%) = Im(hs),
kedze Oy je izomorfizmus. Z toho vyplyva, ze naozaj mame
Hoy(M:Z)/Tm(hs) = Hy(M:Z)/Tm(d,) =
Hy(M;Z)/ Ker(f.) =
Hy(K;7Z),
kedze f*: Ho(M;Z) — H2(K;Z) je epimorfizmus.
Teraz mozeme pre symplekticky asféricki varietu (M?", w) podmienku Wiy (M) =
0 vyjadrit ina¢, a to takto.

1%

1%

PODMIENKA. Podmienka wr,ary = 0 je splnend prdave vtedy, ked jestvuje takd
kohomologickd trieda wx € H*(K;R), Ze f*(wk) = [w].

Naozaj, najskor predpokladajme, ze pre nejaky prvok wx € H?(K;R) mame
f*(wk) = [w]. Z homotopicko-homologického* diagramu, o ktorom sme hovorili
pred chvilou, vieme, Ze Im(9,) = Im(hsy). Preto mame f,ohs = 0 (ked7e Ker(f.) =
Im(0.) = Im(hsa)). Z prirodzenosti (funktoridlnosti) izomorfizmu, ktory mame z
vety o univerzalnych koeficientoch dostavame komutativny diagram

H2(K:R) — > Hom(Ha(K; Z), R)

f*i l(m#

H2(M; R) — = Hom(Ha(M: Z), R).

Teraz pre lubovolny prvok z € mo(M) ratajme hodnotu [w](he(z)). Budeme
mat, samozrejme po stotozneni H2(K;R) s Hom(H,(K;Z),R), resp. stotozneni
H?(M;R) s Hom(Ho(M;Z),R):

Wl(ha(2)) = [ (wi)(ha(2)) = (f) (W) (ha(2)) =
= wi 0 fu(h2(2)) = wi (fi 0 ha(2)) = wk (0) = 0,
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kedZe fi o hg = 0.

Este dokéZeme opac¢ni implikaciu. Predpokladajme, Ze wi.,ar) = 0, a teda
méme [w](ha(z)) = 0 pre kazdé z € mo(M). Definujme kohomologicki triedu wy €
H?(K;R) = Hom(H>(K;Z),R) takto. Vieme, Ze

Hy(K;Z) = Hy(M; Z) ) Ker(f.) = Hy(M; Z)/ Tm(ha).
Pre kazdé x € Ho(K;Z) definujeme

wi (z) = [w](y),
kde y € Hy(M;Z) je (hociktoré) take, Ze f.(y) = x. Takto je wx dobre definované,
lebo ak f.(y) = = = f.(v/), tak y — ¢y € Ker(f.), a teda [w](y — y’') = 0, kedZe
Ker(f.) = Im(h2) a [w]| tm(h,) = 0. Samozrejme, priamo z definicie mame f*(wg) =
[w] (lebo, pre kazde y € Ha(M;Z), [*(wi)(y) = (f)¥ (wr)(y) = wk o fuly) =
[w](¥))-

3.4. Lusternikova-Snirel'manova kategoéria symplekticky asférickej va-
riety. Aby sme mohli urcit Custernikovu-Snire’manovu kategoriu (lubovolnej) sym-
plekticky asférickej variety, potrebujeme k vlastnostiam (v1), (v2), (v3) striktnej
kategorialnej vahy pridat este dalsie dve ([19]):
(v4) kazdy nenulovy prvok z kohomologickej grupy H*(K(G,1);R), s > 2 (G
je lubovolna (diskrétna) grupa, R je lubovolny komutativny okruh) ma
striktna kategoridlnu vahu aspoi s;

(vb) ak X je hausdorffovsky parakompaktny topologicky priestor a g : X —
K(m1(X), 1) je také zobrazenie, 7e g*(a) = a # 0 prenejaké a € H?(K (71 (X),1); R)
resp. a € H?(X; R), tak swgt(a) > 2.

Teraz uz mozeme sformulovat a (vynechajuc dokazy vlastnosti striktnej kate-
goridlnej vahy resp. Custernikovej-Snirelmanovej kategorie) aj dokézat nasledujicu
vetu.

VETA O KATEGORII SYMPLEKTICKY ASFERICKEJ VARIETY. Nech (M,w) je
2n-rozmernd sivisld uzavretd symplekticky asférickd varieta. Potom cat(M) = 2n.

Nacrtneme dokaz tohto tvrdenia. PredovSetkym, mame w.,nr) = 0. Teda, ako
sme videli v 3.3, jestvuje taky prvok wrx € H?(K;R), ze f*(wx) = [w] # 0, kde
f:M — K(m(M),1) je klasifikujice zobrazenie univerzalneho nakrytia p : M —
M. KedZze v kohomolégidch indukovany homomorfizmus f* je homomorfizmom
okruhov, médme potom

fHwg™) = [w]" #0.
S vyuZzitim vlastnosti striktnej kategorialnej vahy dostavame (poz. (v5)), ze swgt([w])
je aspont 2. Z toho vyplyva (poz. (v3)), Ze

swet([w]™) > 2n,
a teda (poz. (v1))

cat(M) > 2n.
Na druhej strane, vieme, Ze

cat(M) < 2n,
a teda celkovo mame

cat(M) = 2n.

Z tohto pre kritické body realnych funkcii na symplekticky asférickej variete
M?™ vyplyva, ze
14+2n =1+ cat(M) < Crit(M) <1+ 2n,

a preto
Crit(M) =1+ 2n.
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3.5. Zaver: dokaz Arnol'dovej hypotézy pre symplekticky asférické
variety. Na to, aby sme dokazali Arnoldovu hypotézu pre symplekticky asférické
variety staci uz iba vyuZzit nasledujicu vetu, ktora sa da dokazat skombinovanim
Floerovych, Hoferovych, Conleyho, Zehnderovych a Rudyakovych tvah a vysledkov.
Pre lepsiu orientaciu v roznych suvislostiach odporu¢ame pozriet si [2, 8.2] alebo
[19], vratane poznamky 1 v tom istom ¢lanku o povodnej Floerovej podmienke
([5]), ze ma byt nielen [w]|x,ar) = 0, ale aj c1jx,ar) = 0, kde ¢; je prva Chernova
trieda (dotykovej fibracie) variety M (pripominame, %e na dotykovej fibracii vari-
ety (M?" w) je prirodzena komplexna §truktira .J, kompatibilna so symplektickou
formou w v tom zmysle, Ze w(-,J-) je riemannovskd metrika na M). Ako zdroj
informacii o Chernovych a inych charakteristickych triedach vektorovych fibracii
odportucame [16] a [10].

VETA. Ak ® : M — M je hamiltonovsky symplektomorfizmus, tak sa dd ndjst
kompaktng metricky priestor X a také T : X — M, Ze v kohomoldgidch induko-
vany homomorfizmus 7 : H*(M;R) — H*(X;R) je monomorfizmus pre kazdyj
komutativny okruh koeficientov R. Navyse mdame

Fix(®) > 1 + cat(7).

Vdaka tejto vete uz l'ahko vidno, Ze ak (M?" w) je sivisla uzavreta symplek-

ticky asféricka varieta a 7 : X — M je spomenuté zobrazenie, tak
cat(M) = cat(r) = Crit(M) — 1.
Naozaj, mame [w]™ # 0, ale 7* : H*(M; R) — H*(X; R) je monomorfizmus, a teda
tiez mame 7*([w]™) # 0. Z vlastnosti striktnej kategorialnej vahy potom vyplyva,
Ze
2n = cat(M) > cat(r) > swgt([w]”™) > 2n,
a tak napokon
cat(M) = cat(7) = 2n = Crit(M) — 1.

Pre symplekticky asférické variety sa Arnoldova hypotéza naplno potvrdila,

ked Rudyak dokazal nasledujicu vetu.

ARNOLDOVA-RUDYAKOVA VETA. Nech (M?",w) je takd sivisld uzavretd sym-
plektickd varieta, Ze Wi,y = 0 (teda varieta M je symplekticky asféricka). Potom
mame pre kazZdy hamiltonovsky symplektomorfizmus ® : M — M, Ze

Fix(®) > Crit(M) = 2n + 1.
Naozaj je to tak. TotiZ, podla toho, ¢o sme povedali, mame
Fix(®) > 1+ cat(t) =1+ 2n =1+ Crit(M) — 1 = Crit(M).



(1]
(2]

(3]
(4]

(5]

6
[7

(8]
(9]

[10]
[11]

[12]
[13]

[14]
[15]

[16]
[17]

(18]
[19]

[20]
[21]
[22]

23]
[24]

Literatura

G. Bredon, Topology and Geometry, New York: Springer 1993.

O. Cornea, G. Lupton, J. Oprea, D. Tanré, Lusternik-Schnirelmann Category, Providence, R.
I.: Amer. Math. Soc. 2003.

E. Fadell, S. Husseini, Category weight and Steenrod operations, Bol. Soc. Math. Mexicana
37 (1992), 151-161.

M. Fecko, Diferencidlna geometria a Lieove grupy pre fyzikov, Bratislava: Iris 2004. Anglicka
verzia: Differential Geometry and Lie Groups for Physicists, Cambridge: Cambridge Univer-
sity Press 2006.

A. Floer, Symplectic fixed points and holomorphic spheres, Commun. Math. Phys. 120 (1989),
575-611.

R. Gompf, A new construction of symplectic manifolds, Ann. of Math. 142 (1995), 527-595.
R. Gompf, On symplectically aspherical symplectic manifolds with nontrivial w2, Math. Res.
Lett. 5 (1999), 599-603.

A. Hatcher, Algebraic Topology, Cambridge: Cambridge Univ. Press 2002. Pristupné tiez na
adrese http://www.math.cornell.edu/~hatcher

H. Hofer, Lusternik-Schnirelmann theory for Lagrangian intersections, Ann. Inst. H. Poincaré
- Anal. Nonlin. 5 (1988), 465-499.

D. Husemoller, Fibre Bundles, New York: McGraw Hill 1966.

R. Ibafiez, J. Kedra, Yu. Rudyak, A. Tralle, On fundamental groups of symplectically aspher-
ical manifolds, Math. Z. 248 (2004), 805-826.

J. Kedra, Yu. Rudyak, A. Tralle, On fundamental groups of symplectically aspherical mani-
folds II: Abelian groups, Math. Z. 256 (2007), 825-835.

J. Korbag, Bounds for the cup-length of Poincaré spaces and their applications. Topology
Appl. 153 (2006), no. 15, 2976-2986.

D. McDuff, D. Salamon, Introduction to Symplectic Topology, Oxford: Clarendon Press 1998.
D. McDuff, Recent developments in symplectic topology. European Congress of Mathematics,
Vol. IT (Budapest, 1996), pp. 28-42, Progr. Math., 169, Basel: Birkh&user 1998.

J. Milnor & J. Stasheff, Characteristic Classes, Princeton, N. J.: Princeton University Press
1974.

K. Ono, On the Arnold conjecture for weakly monotone symplectic manifolds, Invent. Math.
119 (1995), 519-537.

Yu. Rudyak, On category weight and its applications, Topology 38 (1999), 37-55.

Yu. Rudyak, On strict category weight, gradient-like flows and the Arnold conjecture, Inter-
nat. Math. Research Notices 5 (2000), 271-279.

Yu. Rudyak, J. Oprea, On the Lusternik-Schnirelmann category of symplectic manifolds and
the Arnold conjecture. Math. Z. 230 (1999), 673-678.

Yu. Rudyak, On analytical applications of stable homotopy (the Arnold conjecture, critical
points), Math. Z. 230 (1999), 659-672.

E. Spanier, Algebraic Topology, New York: McGraw-Hill 1966.

N. Steenrod, The Topology of Fibre Bundles, Princeton, N.J.: Princeton Univ. Press 1951.
F. Warner, Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups, New York: Springer 1983.

89



